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Prólogo 

Este libro se ha escrito para un curso semestral de geometria diferencial en el último ano 
de estúdios no graduados, o en el primei ano de posgrado. En él se exponen los conceptos fun- 
damentales de la geometria diferencial de curvas y superfícies en un espacio euclidiano tridi¬ 
mensional, para luego aplicarlos a muchos ejemplos y problemas resueltos. 

En los capítulos 1 y 2 se presenta la teoria fundamental de los vectores y dei análisis vec- 
torial de una sola variable, En el capítulo 3 se estudia el concepto de curva, mientras que los 
capítulos 4 y 5 se dedican a la teoria de curvas en E 3 , incluyendo temas escogidos de la teoria 
del contacto, la cual constituye una introducción muy natural a la teoria clásica de las curvas* 

Se ha puesto mucho cuidado en la defínición de superfície, con el propósito de suminis- 
trar al lector bases firmes que le permitan resolver problemas globales y, además, adelantar 
ulteriores estúdios de geometria diferencial moderna. Para lograr estos objetivos, en los capí¬ 
tulos 6 y 7 se hace un repaso de asuntos relativos al análisis y a la topologia de conjuntos de 
puntos en espacios euclidianos. Después, en el capítulo 8, se define la noción de superfície, y 
los capituios 9 y 10 se dedican a la teoria de la geometria no intrínseca de superfícies* En ellos 
se incluye una introducción a los métodos tensoriales y algunos temas escogidos de la geome¬ 
tria global de las superfícies* El último capítulo se consagra a Ia teoria básica de la geometria 
intrínseca de superfícies en j£ 3 . 

A lo largo del libro se presentan muchas ilustraciones como ayuda visual para el lector, 
y al final de cada capítulo se proponen muchos y variados ejercicios, graduados en orden de 
dificultad, para que pueda verificar su comprensión de los temas tratados. 

Con sincero placer presento a Martin Silverstein y a Jih-Shen Chiu el testimonio de mi* 
gratitud por la ayuda que me prestaron con sus múltiples y útiles insinuaciones y críticas* 
De igual modo, agradezco a Daniel Schaum y a Nicola Monti su esplêndida colaboración edi¬ 
torial, y a Henry Hayden el arreglo tipográfico y lá obra de arte de las figuras. Por último, 
quiero expresar mi reconocimiento a Sara, mi esposa, por la cuidadosa trascripción mecano¬ 
gráfica del manuscrito* 

Martin M. Lipschutz 
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Vectores 


INTRODUCCION 

La geometria diferencial es el estúdio de las figuras geométricas con los recursos y méto¬ 
dos dei cálculo. En especial, la teoria introductoria analiza curvas y superfícies que pertene- 
cen al espacio euclídeo tridimensional E 3 . 

Las propiedades (de curvas y superfícies) que dependen unicamente de los puntos cerca- 
nos a un punto determinado de una figura, se denominan propiedades locales. El estúdio de 
éstas constituye la llamada geometria diferencial en pequeno. Las propiedades que se extienden 
a la totalidad de una figura geométrica se denominan propiedades globales. El estúdio de éstas, 
y en especial de la forma como se relacionan con las propiedades locales, constituye la llamada 
geometria en grande. 

Ejemplo 1.1. 

Sean Q y R dos puntos próximos a un punto P de una curva T, situada en un plano, y eea Cqr Ia cir¬ 
cunferência que pasp. por P, Q y R> tal como 3o muestra la figura 1 -1. Consideremos, ahora, la posición limite 
de las circunferências Cqb cuando Q y ü se acercan aP. En general, tal posición limite será una circunferên¬ 
cia C tangente a F en F. Al radio de C se le llama radio de curvatura de T en el punto P. El radio de curva¬ 
tura es, pues, un ejemplo de una propiedad local de la curva considerada, porque depende unicamente de los 
puntos de P cercanos a P, 


Fig.l-l Fig,l-2 

Ejemplo 1.2* 

La cinta de Moebius que aparece en la figura 1-2 es un ejemplo de una superfície de una sola cara. Esta 
cualidad sirve como ejemplo de una propiedad global de una figura, pues depende de la naturaleza de Ja su¬ 
perfície considerada en total Obsórvese que cualquier porción pequena de superfície que rodee un punto P, 
arbitrário, es una superfície de dos caras comun y corriente; es decir, considerada localmente , la cinta de Moe¬ 
bius tiene dos caras. 

En esta obra, estudiaremos en primer lugar las propiedades locales de las curvas y super¬ 
fícies y, después, aplicaremos los resultados a problemas de Ia geometria diferencial en grande. 
Comenzaremos con un repaso de los vectores en E 3 . 

VECTORES 

Llamamos espacio euclídeo E 3 al conjunto de ternas ordenadas a = (a If a 2 , o 3 ), en donde 
Ci, 0 . 2 , a 3 son números reales. Un vector es cualquier punto de E 3 y, en general, se designa 
mediante una letra negrita, a, b, c, x, y,... o, también, por P,Q, R . El opuesto de un 
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vector a es el vector —a, que viene definido por —a = { —o tj — a 2 , — o 3 ). El vector cero es 
el vector 0 - ( 0 , 0 , 0 ). S e llama longitud o cantidad.de un vector a = (a x , a 2 , a 3 ) al número 
real lai = \/a* + a\~V a\. Es evidente que |a| > 0 y ]aj = 0 si y sólo si a = 0. 


ADICION DE VECTORES 

Dados dos vectores a = (o x , a 2 , a 3 ) y b = (bi, b 2 , b 3 ) de E 3 , su suma a + b es el vector 
definido por 

a + b = (oi + &i, da +’ bí, a 3 + bi) 


La diferencia de dos vectores a y b es el vector a — b = a + ( j -b). En el problema 1,1 
se demuestra que la adición vectorial cumple las siguientes leyes: 

[Ai] a + b = b + a (ley conmutativa) 

[Aí] (a + b) + c = a + (b + c) (ley asociativa) 

[Aj] 0 + a = a para todo a 

[Aí] a + (-a) = 0 para todo a 

Ejemplo 1.3. 

Sean a = (1, —2,0) y b = (0,1,1). Entonees 

a+b = a,-1.1)/ -« = (-1,2,0), b-a = (-1,3,1), ]a| = </S. 


Ejemplo 1,4, 

Al aplicar las leyes desde [A t ] hasta [A 4 ] se ve que, para vectores cualesquiera ayb, 

a-t- (b-a) = a + (b + (-a)) = a + (-a) + b = • + b = b 

De esta suerte, la ecuacidn vectorial a + x = b tiene una solucidn, x = b — a. Esa solución es unica; 
porque si a + y = b, entonees 

{-a) + a + y = (-a) + b - b-a, o 0 + y = b - a, o 

Dados dos puntos P y Q dei E 3 (es decir, dos vectores P y Q), 
para indicar la diferencia Q - P de los vectores, se introduce la nota- 
cidn PQ y se describe PQ como una flecha que comienza en P y ter¬ 
mina en Q, como lo indica la figura 1-3. Se llama distancia de P a Q a 
la longitud |PQ|. Es evidente que PQ = -QP, |PQ| = |QP[, PQ = 

P'Q', si y sólo si Q - P = Q' - P' y PP = 0 para todo P. 



Ejemplo 1,5. 

Sean a — PQ, b — QR y c = RS, d = SP, como se mueetra 
enda figura 1-4* 

Entonees 

a + b = PQ + QR = Q-P + R- Q = R- P = PR 

a + b + c = PR + RS = R~P + S-R = S- P 
- PS = -d 

a + b + c + d = PS + SP = S-P + P-S - 0 



MULTIPLICACION DE UN VECTOR POR UN ESCALAR 

Si k es un número real y a = (a t , a 2 , a 3 ) es un vector, el produeto ka se define como el 
vector 

fea — (kc h, ka 2 , fea 3 ) 

Es evidente que 0 a = fcO = 0 , para todo k y todo a. 
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Al estudiar los vectores, es común que nos refiramos a los números reales llamándolos 
escalares. El produeto ka. se denomina multiplicación de un vector por Un escalar. 

En el problema 1.4 demostraremos que la multiplicación de vectores por escalares cumple 
las siguientes leyes: 


[Bi] fei(fe 2 aj = (feife 2 )a = feifeaa 
(ki + k 2 ) a = feia + fcaa 
^ fc(a + b) - fca + feb 
[Bs] la = a 


(leyes distributivas) 


Y, en fin, si a = (cti, a 2 , a 3 ), entonees 

[fea| = V (feai) z + (fea 3 ) a + (kã 3 )* — \fW\Ja {+ ag + a§ 

De esta suerte, para todo k y todo a, [fea] = [fej |a| (1.1) 

Ejemplo 1.6. 

Sean a = (l,x, 0) y b = (0,2, —1). Entonees 2a = ( 2 , 211 , 0 ), ( —l)á — ( — 1, — x, 0) = —a, y 
a - 3b = (1, x - 6, 3). 


Ejemplo 1.7. 

Sean los vectores dados u x , u 2 , u 3 y, además, a = Uj — 2u 2 , b‘= — u 2 + 2u 2 , c = u x + u 2 + u 3 . 
Entonees, 

a — 2b — c = "(uj — 2u a ) — 2(—u 2 + 2u 3 ) — (uj + u 2 + u 3 ) 

= u ( - 2u 2 + 2u a - 4 u 3 - Uj - u 2 - u 3 = -u 2 - 6u 3 


Se dice que un vector a tiene igual dirección y sentido que otro vector b, diferente de 
cero, si para cualquier fe > 0, es a = kb. Si a tiene igual sentido y dirección que b, y ade¬ 
más, igual longitud que él, entonees, de la ecuación (1.1) resulta: |a] = fe] [b| = A|bj = |bj. 
De esta suerte, si k = 1, es a igual a b. Un vector está univocamente determinado por su 
dirección, su sentido y su longitud. Si a = feb, b 0 y k ^ 0, entonees se dice que a tiene 
igual dirección que b pero sentido opuesto. Si a = 0 y b = 0, puede ser que a tenga igual 
dirección y sentido que b 0 que tenga sentido opuesto a éste; es decir, para todo número real 
k, la expresión a = kh significa que a es paralelo a b. 

Se llama vector unidad a un vector u cuya longitud es igual a la unidad. En general, el 
símbolo u a servirá para denotar un vector unidad de la misma dirección y el mismo sentido 
que el vector a, diferente de cero. Es claro qiie tal vector unitário se obtíene al multiplicar a 
por l/|a], es decir, 

V, = a/|a| (1.2) 

Ejemplo 1.8. 

Sean a = (1, — 1, 3), b = (2, — 2, 6) y c = (— 3, 3, — 9). Puesto que a ■» -£b, los vectores ayb 
tienen igual dirección y sentido. Los vectores b y c tienen sentidos opuestos, pues b = — (2/3)c. El vector 
unidad en ia dirección y sentido de a es ei vector u a = a/|a] = (Vi/n, -i/VTÍ, 3/Vn). 


Ejemplo 1.9. 

En el triângulo OAB de la figura 1-5, supongamos que a = OA 
y b = OB, y sea M el punto medio dei lado AB . Entonees el vector 
OM se puede expresar por medio de los vectores ayb dei modo si- 
guíente: 


OM “ a + AM ^ a + |AB 

~ a + £(b - a) = a + - |a 

= 


A 
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DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEALES 

Definiremos ahora los conceptos. de dependencia lineal e independencia lineal. Estos 

conceptos son muy importantes. Se dice que los vector-es Ui, ... son linealmente depen- 

dientes si existen escalares fei, k z ,.. ,,k n no todos iguales a cero, tales que 

fclUj + kíilz + • ■ • + fe„U» = 0 (1.3) 

Se dice que los vectores ui, u 2 ,..., u„ son linealmente independientes, si no son linealmente 
dependientes. Es decir, u 9 , u 2 ,..., u„ son linealmente independientes si (1.3) implica que 
todos los ki = k 2 = • • ■ = k n ~ 0. 

Obsérvese que un conjunto de vectores en el que se incluya el vector cero es dependiente, 
pues siempre se podrá escribir 10 + Oui + ■ ■ ■ + 0u„ = 0, 

Ejemplo 1.10. 

Los vec. ores a = (1, —1,0), b = (0,2, — 1), c = (2,0, —1) son linealmente dependientes, pues 
2a + b — e = 0. 

Ejemplo 1.11. / 

Supongamos que a es paralelo a b. En ese caso, a ■= 0, b = 0 o, si no, a = Ab, es decir, a — Ab = 0. 
Así, pues, a y b son dependientes. Recíprocamente, supongamos que a y b son dependientes. En ese caso, 
Aia + = O, donde, por ejemplo, Aj ^ 0. Pero, entonces a = — (k z /k 3 )b. Así, pues, dos vectores son 

dependientes si y só lo si son paralelos. 

En el píoblema 1.10 demostraremos la siguiente importante propiedad de los vectores 
linealmente independientes: 

Teorema 1.1. Si un vector se expresa como una función lineal de vectores independientes, 
entonces esa expresíón es única. Es decir, si u t , u a .u„ son independien¬ 

tes, y si 

U = fciUi + km% + ■ • * + k-nXln = fciUj + fejUa + • • ■ + ftnUit 

entonces ki = feí, k z -kí, ..., k„ = kh. 

BASES Y COMPONENTES 

Los tres vectores 0! = (1, 0, 0), e* = (0,1, 0) y e 3 — (0, 0, 1) son independientes, pues 
Aiej + k z e z + k 3 e 3 = (A lf k z , k 3 ), y, de este modo, si Ã t ei + k z e 2 -(- k 3 e 3 = 0, entonces 
k\ = k z = k 3 = 0. Además, cualquier vector a = (o lt a 2 , a 3 ) se puede escribir en la forma 
^ = Ciei + a z e z + a 3 e 3 , es decir, como una combinación lineal de los ei, e 2 , e 3 y, de acuerdo 
con el teorema l.l',~esta representaciòn es única. 

En general, llamamos base en E 2 a un conjunto B de vectores si: (i) cada vector de E 3 
se puede escribir como una combinación lineal de los vectores de B, (ii) B es un conjunto de 
vectores linealmente independientes. 

En el problema 1.11 se demostrará el 

Teorema 1.2. Tres vectores cualesquxera, linealmente independientes, forman una base en 
E 3 . Recíprocamente, toda base en E 3 consta de tres vectores linealmente 
independientes. 

S^an Ui, U-2, u 3 una base en el espacio de tres dimensiones y sea a = CiUj + C2U2 + c 3 u 3 . 
Los escalares a u a 2 , a 3 , (que, para abreviar, se escriben o ; , i = 1,2,3), se denominan las 
componentes de a respecto de la base uj, u 2 , u 3 . 

Del teorema 1.1 se deduce que Ias componentes de un vector con relación a una base 
dada son únicas. Sin embargo, obsérvese que las componentes de un vector dependen de la 
base que se escoja y, en general, las componentes cambiarán al cambiar de base. El vector 0 
constituye una excepción piies sus componentes son siempre 0, 0, 0. 
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En general, a las componentes de los vectores a, b, x, y, u,,.., respecto de una determi¬ 
nada base, Ias Ilamaremos a it b i} x it y it u» — 

Ejemplo 1.12. 

Sea la ba&e uj, u 2t u 3 y los vectores a = 2ui — b = u 2 — 2u 3í y c = 3uj + u 3 , Demostrare¬ 
mos que a, b, c son linealmente independientes y, por tanto, tambíén fprman una base. En efecto, si 

fcja -f k 2 b -f & 3 c “ (2&Í -h SfegJUi + (—+ k 2 )u 2 H" (—2fe 2 + fc 3 )u 3 = 0 

Puesto que los u; son independientes, se deduce que 

2k l d - — 0, Ííi t O* H“ Jc 3 = 0 

Este es un sistema de tres ecuaciones homogéneas lineal es en k 2í Y como el determinante de lo'' coefi¬ 

cientes 

, / 2 0 3\ 

det -1 1 0=8^0 

\ 0 “* W 

entonces Ia única solucién es k\ = k 2 — = 0. En consecuencia, los vectores a, b, c son independientes, 

Obsérvese que las componentes de los vectores a, h t c figuran en las eolumnas dei determinante anterior. 

Tal como lo sugiere el ejemplo precedente, se tiene, en general, el 

Teorema U., Sea la base Ui, u z , u 3 y los vectores 

Vi = anui + a 2t U2 + C31U3 
Vs ~ (I12U1 + (I22U2 + G32U3 
Vs = a tS Ui + 022U2 + OSSU3 
s 

o, alffeviadamente, v; = ^OijUj, j = 1,2,3. Entonces, Vi, V2, v 3 , es una 
base si y sólo -A t=1 


/Ctrl 

a 12 


det j así 

CL 22 

&23 1^0 


&22 

d33 J 


PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES 

Se llama producto escalar o producto punto de dos vectores a = (ai, a z , a 3 ) y b = (ii, b 2 , b 3 ) 
tl número real 

a * b = ai&i + íte&2 + a 3 b 3 

En el caso particular de a = b se tiene la fórmula 

a*a = ja| 2 {1.4) 

En el problema 1.14 se demostrará que la multiplicación escalar cumple las siguientes 
leyes: 

[Ci] a • b = b > a (lèy de simetria) 

[Ci] (fca) ■ b = ft(a * b) {k = escalar) 

[Cs] a■ (b + c) — a*b + á*c (ley distributiva) 

[C4] La multiplicación escalar es positiva por definición, es decir, 

(i) a • a — 0 para todo a 

(ii) a • a = 0 si y sólo si a = 0 



6 


VECTORES 


fCAP, 1 


Es evidente que f por la definiciÚn, a -0 = 0 para todo a. Además, si a*b = 0 , para 
cualquier a, entonces b-b - 0 y, en consecuencia, de acuerdo con [C 4 ](ii), b = 0 . 

Ejemplo 1,13. 

Sean a * (—2,1,0) y b - (2,1,1). Entonces a-b - —3 y a*a = 5 = faj 2 . 

Ejemplo 1.14. 

Sean loa vectores dados Ui y üa y sean, además, a — u x — Ua y b -* 2ui + u^. Entonces 
a-b = (*! — u 2 ) * {2Ü! + n 2 ) = 2UJ-UJ — 2u 1 *u 2 + n % * u 2 — u 2 * u 2 = 2\u x \ 2 - u x *u 2 — |u 2 | a 

En el desarrollo dei problema 1.16 se demostrará la desigualdad de Couchy-Schwarz , es decir, 

I*'b| - |a||b| 

que se cumple si y solo si a y b son linealmente âependientes* Se llama ângulo entre dos vectores 
a y b T diferentes de cero t y se representa por 6 *= £ (a, b), a la única soluciòn de la ecuaciún 

(1.5) 


que cumple la condiciún 0 — 0 ^ tt. 


a*b = ja| jb| cosí 



Ejemplo 1,15. 

En el triângulo AÉC de Ia figura 1-6, sean d = BC, b = AC, 
c = BA = a — b, y fl « í ACB ^ < (a, b). Si consideramos 

jcj 2 ~ |a — bj 2 — (a — b) - (a — b) ~ a * a — 2a * b -f b * b 
obtenemos el teorema dei coaeno 

lep “ |aj 2 — 2 |a{ |b| cos s + |b| 2 

Sea b un vector diferente de cero. Se llama proyección escalar de a sobre b, y se representa 

P or -Pb(a), al escalar Pb (a) = (a*b)/|b|. Se llama proyección vectorial de a sobre b al vector 

Ph(a)Ub, siendo Ub el vector unitário en la dirección y sentido de b. Se representa por Pb(a), 
Se concluye que 

p b(») = P b (a)u b = {(a*b)/jb[)(b/|b|) = y .,$) 

Es evidente que P h ( 0 ) = 0 y P b ( 0 ) = 0. Si a ^ 0 , se deduce de la ecuaciún ( 1 . 5 ) que 
-Pb (a) = |a| cos & y Pb (a) — ]a] cos 8 Ub, donde 6 = < (a, b), Se concluye de aqui que 
Pb (a) y Pb {&} son independientes de la longitud de b y súlo depende de su dirección, tal 
como se indica en la figura 1-7. Es un hecho que el vector P b (a) también es independiente 
dei sentido de b; es decir, P, b (a) = P h (a). En efecto, 

p -*<*> = -Hbjr(- b ) = |bp b = p >« 

El escalar P b (a) cambia de signo al cambiar el sentido de b. 




Fig. 1-7 
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VECTORES ORTOGONALES 

Se dice que dos vectores a y b son ortogonales, y se escribe a _L b, si a-b = 0 . De la 
ecuaciòn (2.5) se deduce que a y b son ortogonales si y sdlo si a = 0, b = 0, o, también, si 
$ — 7(.{a, b) — x/2. 


Ejemplo l.Ú. 

Sean a y b vectores Hnealmente independientes y sea c * a — P b (a). En ese caso, e es un vector, 
diferente de cero, ortogonal a b. Porque st se supone c = O, entonces, de acuerdo con la ecuacidn (7.6), se 
tiene 0 — la — P b (a) = la — feb, donde k = (a-b) /|b|2, lo cual es imposible puesto que a y b son inde- 
pendientes. Por consiguiente, c^0. Finalmente, 


c * b 


Así, pues, c X b. 



a • b 


(a • b){b • b) 

IbP 


(a• b) - (a-b) 


0 


BASES ORTONORMALES 

Sean ei, e 2 , e 3 tres vectores unitários tales que cada imo es 
normal a los otros dos, como lo indica la figura 1-8. Estos vecto¬ 
res son independientes, pues si Mi + fc 2 e 2 + A 3 e 3 = 0, entonces 
0 = ei-0 =ei-(Aiei + A 2 e 2 + ft 3 e 3 ) = erkfli = k t o ki = 0 pa¬ 
ra todo i. En consecuencia, esos vectores fonnan una base qué se 
denomina base ortonormal. 

Se observa que e;, i - 1,2, 3, es una base ortonormal si y 
s<51o si 

et-ei = eí-e 2 = e 3 -e 3 = 1 (vectores unitários) 
ei • e 2 - e 2 • e 3 = ei • e* = 0 (ortogonales entre sí) 
o, dicho brevemente, 

{ 1 , si j = i 

’ . ' (U= 1,2,3) (1.7) 

0, SI } ¥■ i 

La expresión 5„ se denomina êmbolo de Kronecker y se utilizará con frecuencia. 

En el problema 1.23 se demostrará el 

Teorema 1.4. Sean: ei, e 2 , e 3 una base ortonormal y, además a => «jei + a 2 e 2 + a 3 e 3 y 
b = Mi + b 2 e s + é 3 e 3 . Entonces, 

3 

(i) a * b = Oibi + atbt + a 3 6 3 = 2) 

<=i _ 

(ii) |aj = y/trl = + a* + a| = yj gaf 

(iii) cti — a * et, (i = 1,2,3). 

Ejemplo 1.17, 

Sean: a — + 2e 3 , b = 2ei + e 2 — 2e 3 , y c = —2e 2 + e 3 . Entonces 

(o) a-b - (1)(2) + (0)(1) + [2}{—2} = -2 

(ò) (a-c)b - [(l)(0)-M0)(-2) + (2)(l)](2e 1 + e 2 -2e 3 ) = 4e, + 2e 2 - 4e 3 
(e) |a| - Vl 2 + 22 = Vê 

(d) u, = ~ = (l/V6)e, + (2/V6)e a 

(e) cos 4 (a, b) = = — 

^ l«l Ibl 3VE 
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Se da un vector, diferente de cero, a = Oiei + c 2 e 2 + 
o 3 e 3 y flf = < (a,e,), * = 1,2,3, tal como se muestra en 
Ia figura 1-9. Los escalares cos Oi, cos 0 2) cos 0 3 se llaman cose- 
nos directores de a. Puesto que a-e,- = |a| cos 0; = c f , se 
tiene 


cos 6i = Oí/|a|, t = 1,2,3 


Obsérvese que 


u “ ~ o “ íiT ei + n7 e ® + rr e 3 
l a l |a| |a[ |a| 

= {cos íj)ei + (cos 0 2 )e a + (cos 0s)es 



Fig. 1-9 


Es decir, los cosenos directores de a son las componentes dei vector unitário en la direccidn 
de a. 


BASES ORIENTADAS 

Sean (ei, e 2 , e 3 ) y (gi, g 2 , g 3 ) dos bases ortonormales ordenadas e imaginemos que la ter¬ 
na (St, 82 ) 83 ) se gira en forma que gi y g 2 coincidan con ei y e 2 respectivamente. Entonces, 
o g 3 coincidirá con e 3 , en cuyo caso diremos que ( 81 , 82 ) 83 ) tiene la misma orientación que 
( e ii e 2, 63), o g 3 tiene igual dirección y sentido opuesto que e 3 * en cuyo caso se dice que las 
dos bases tienen orientación opuestü, A fin de formular en forma precisa el concepto de orien¬ 
tación, no sólo para bases ortonormales sino para bases cualesquíera, se procede dei modo 
siguiente: 

3 

Sean (u 3l u 2 , u 3 ) y (vi, v 2 , v 3 ) dos bases ordenadas y sea vj = ^ Entonces, (vi, 

v 2 , v 3 ) tiene la misma orientación que (u ls u 2 , u 3 ) si el det (ay) > 0 . En el problema 1,27 
se demostrará que este hecho define una relación de equivalência sobre el conjunto de to¬ 
das las bases ordenadas de E 3 . Esta relación determina en las bases una partición con sólo 
dos clases de equivalência, en forma que las bases ordenadas pertenecientes a la misma clase 
tienen la misma orientación y las bases ordenadas pertenecientes a clases distintas, tienen 
orientación opuesta. 

Para distinguir gráficamente la orientación de una base ordenada, décimos que (Ui, u 2 , u 3 ) 
es una base de mano derecha 0 dextrógira si los vectores adoptan en el espacio las mismas direc- 
ciones y los mismos sentidos que los dedos pulgar, índice y medio de la mano derecha; si no, 
se dice que la base es un sistema de mano izquierda 0 levógira. 

Ejemplo 1.18. 

Las ternas (ui, u 2 , u 3 ) de las figuras 1-10(o) y (c) son bases de mano derecha o dextrogira. Las de las fi¬ 
guras 1-10(6) y (d) son basea de mano izquierda o levógira. 



(“) ( 6 ) ( 0 ) (d) 


Fig. 1-10 

Observación. A menos que digamos lo contrario, siempre utilizaremos bases ortonormales 
dextrógiras. 
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PRODÜCTO VECTORIAL 


Sea (e lf e 2 , e 3 ) una base ortonormal dextrógira y los vectores a = e^ej + a 2 e 2 + a 3 e 3 y 
b = biOi + ò 2 e 2 + & 3 e 3 . Se llama producto cruz o producto vectorial de a y b y se representa 
por a X b, al vector 

a X b = (dibs ~ ® 3 &a)ei + (osfei — Uib 3 )e 2 + (®i& 2 — fl 2 6i)©3 


Como recurso nemotécnico, obsérvese que el vector anterior se puede obtener al desarrollar 
el determinante 


( ei oi 61 
e$ a% b 2 
e 3 as . bs 


e t det 



- e 2 áet( ai 
\as 



-I- e 3 det 



— (a 2 b 3 — a 3 b 2 )ei 4* (a 3 bi — Oib 3 )e 2 -i- (oib 2 — asbi)e 3 


Ejemplo 1,19. 

Sean los vectores a = ei — e 2 , b = e 2 + 2e 3 , c = —2ei — e 3 . Entonces, 

Y ei 1 °\, 

a X b = det e 2 — 1 1 = —2^ - 2e 2 + e s 

\ e 3 0 2 / 

En el desarrollo dei problema 1.32 se demostrará que el. producto vectorial es indepen- 
diente de la base ortonormal dextrógira que se escoja. Además, en el curso dei problema 1.31 
se demostrará el 

Teorema 1.5. (i) . la X bl = }a| |b| sen 0, donde 9 = < (a, b) 

(ii) (a) . (a X b) -L a y (a x b) i. b 

(6) Si a X b ^ 0, entonces (a, b, a X b) es una terna linealmente 

independiente y dextrógira. 

Como quiera que jaj |bj sen O = 0 si y sólo si [a| = 0, |b] =0, 0 = 0, o, 6 = -, dei 
(i) anterior y de la forma estricta de la desigualdad de Schwarz (es decir, de que |a*b| = 
la| |b|, si y sólo si a y b son linealmente independi entes), se deduce el 


Teorema 1.6. a X b = 0 si y sólo si a y b son linealmente independientes. 


Si a y b no son linealmente dependientes, 
es decir, si a X b ^ 0, el teorema 1.5 (ii) esta- 
blece que a X b es ortogonal a a y a b y es, 
además, tal que (a, b, a X b) es una terna 
dextrógira, tal como se ve en la figura l-ll(a). 

Obsérvese que, en general, el producto vec¬ 
torial no es conmutativo, Aunque el b X a 
tiene la misma magnitud que el a X b (teore¬ 
ma 1.5(i)) y es paralelo al a X b (teorema 1.5 
(ii)ot) tiene sentido opuesto (teorema 1,5 (ii)b). 
De esta manera, b X a = — (a X b), tal como 
lo muestra la figura 1 - 11 ( 6 ). 

Ejemplo 1.20. 

Dada una base ortonormal ( 81 , 82 . 83 ) como la 
en la figura 1-12, dei teorema 1.5 se concluye que 

8i X 81 = 0 8í X gi = -83 83 X 81 

81 X g 2 = 8s 82 X g 2 = D 83 X 8a 

81 X g 3 = - g 2 8s X 83 = 81 83 X 83 




= 0 


Fig. 1-12 
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En el problema 1.29 demostraremos que ei producto vectorial cumple las ai gnien te s 
leyes: 

[Ei] axb = — (b x a) (ley anticonmutativa) 

[Es] a x (b 4 c) = axb + axc (ley distributiva) 

[Eaj (fca) xb = fc(axb) (A = escalar) 

[Et] axa = 0 

Obsérvese que el producto vectorial no sólo no es conmutativo sino que tampoco es asociati- 
vo; es decir, en general, a X (b X c) ^ (a X b) X c. Porque, tal como se muestra en el 
ejemplo 1.20, gi X (gi X g 2 ) = g t X g 3 = -g 2 , mientras que (g t X gi) X g 2 = 0 X g 2 = 0. 

Ejemplo 1.21. 

Consideremos el triângulo ABC que se muestra en la figura 1-13. Suporigamos que a ™ BC, b = 
AC, c = AB = b — a, a = # (b, c), {S = (e, a), y y = (a, b). Ahora, bien: 

0 = cXe = c x (b - a) = cXb-cXa 

o sea, cxb = c X a 

Análogamente) 

cXb = (b-a)Xb = bxb-aXb = bXa 
Por tanto, cXb = c X a = bXa 

Pero, entonces, jc X b] = Jc X a| = ]b X a| 
o sea, ]c|[bjsenot = |c| [a| senj3 = ]b||ajseny 

lo cual nos proporciona el teorema de los senos: 

sen a __ sen /? _ sen y 

1*1 fbt ~ |c| Fíg. 1-13 



PRODUCTOS TRIPLES E IDENTIDADES VECTORIALES 

El producto a-b X c se denomina producto mixto o triple producto escalar. Obsérvese 
que no es necesario poner parêntesis, pues ese algoritmo sólo puede significar a (b X c), o 
sea, el producto escalar dei vector a por el vector b X c. Este producto también puede expre- 
sarse, de modo conveniente, bajo la forma de un determinante. Porque, supongamcs que 

a — Oiei + az«z 4 fl-gea,. b = 6 iei + bíd 4- 636 . 3 , c = Ciei 4- e 2 ea -I- Caes 


Entonces 


'ei 61 ci 1 

a * b x c — (ttiei + aiet 4 ases) - det ( e$ 62 Cz 

Lea' 63 C31 


— ai(ft 2 C 3 — 

&3C2) 

“ 02(0361 — £363) 4 Os(6lC2 — &2C1) 

(1.8) 

fai 

61 

cA 


= det f 02 

62 

* 


\a 3 

63 

Cz) ■ 


; determinantes se 

obtiene que 


= b < c X a ” 


■a xe) = — (c-bxa) = — (a*çxb) 

(1.9) 


En particular, se deduce que a-b X c = a X b-c. De esta suerte, podemos abandonar el 
punto y la cruz en la notación dei triple producto escalar y en su lugar utilizar la siguiente 
notación: 


[abc] = a * b x c = aXb-c 
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Como consecuencia inmediata dei teorema 1.3 y de la ecuación (1.8) se tiene el 

Teorema 1.7. [abc] = 0 si y sólo si a, b, c son linealmente dependientes. 

Existe un gran número de identidades útiles que reláciouin entre sí el producto' escalar 
y el producto vectorial. Del problema 1.35 se obtiene una identidad fundamental que es el 
siguiente 

Teorema 1.8. a x (b x c) = (a*c)b — (a* b)c 

Del anterior, se pueden obtener con facilidad otras identidades tales oomo 
[Fi] {a X b) • (c X d) = (a*c)(b* d) - (a• d)(b• c) 

[Fa] (a x b) x (c x d) = [abdjc — [abc] d 

Ejemplo 1.22. 

Sea u X d. Entonces 

axb-u = i-bXF = a-[bx(cxd)] ■= a * [(b * d)c — (b • c)d] 
utilizando <1.9) y el teorema 1.8. De aqui se sigue que 

<aXb}*(cxd) = {a • c)(b • d) — (a ■ d)(b * c) 
con lo cual queda demostrado el [Fj] anterior. 


Problemas resueltos 


ADICION DE VECTORES 

1.1. Demostrar las propiedades de la suma vectorial, desde la [Ai] hasta la [A*]. Es decir, 
demostrar .que [Ai] a 4 b = b 4- a, [Aa] (a + b) + c = a + (b + c), [Ag] a 4 0 = a, 
[At] a 4- (—a) = 0. 

[A^: a 4 b = (®j 4 a 3 + 6 a , o 3 + & 3 ) = (òj 4 a lt ò 3 4 o$, 63 4 « 3 ) = b 4 a 

[Ag]: (a 4 b) 4 c = [{aj 4 b) 4 c l , («g 4 62 ) 4 e 3 , (o 3 + 6 3 ) 4 c 3 ] 

= [»i + ( 6 t + c i)t o* + (&a + e z)> «3 d- (ò 3 + Cg)] = a + (b + c) 

[As]: a 4 0 = (c, 4 0, a 2 + 0, a 3 + 0) = (« 3 , a 2 , e s ) = a 

[A*J: a 4 (-a) = (a, - a lt a 3 - Cg, «3 “ »s) = (0, 0, 0) = 0 

1.2. En el paralelepípedo que se muestra en la 
figura 1-14 supdngase que a = OP, b = 

OR, c = OS. Hallar OV, VQ y RT en 
fúnción de a, b, c. 

OV = OK 4 BV = OR 4 OS = b 4 c 

VQ = VR 4 RQ = -BV 4 RQ 

7 = —OS + OP = —c + a 

ET = ES + ST = RO + OS + ST 
— —b + c -f a 



Fiff. 1-14 
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1.3. Utilizando las propiedades desde la [Aj] hasta la [A 4 j, se ha demostrado (ejemplo 1 . 4 ) 
que Ia ecuaciòn vectorial a + x = b tiene la única solución x = b + (-a) = b-a. 
Utilizando este resultado, demuéstrese que: 

(а) el vector 0 es único, es decir, si 0 ' + a = a, entonces, 0 ' = 0 ; 

( б ) el vector —a es único, es decir, si a' + a = 0 , entonces, a' = —a; 

(c) — (— a) = a para todo a. 

(a) se deduce de la unícidad de la solución de la ecuación x a = a, 

(&) se deduce de la unícidad de la solucidn de la ecuación x + a = 0. 

(c) se puede obtener, al considerar la ecuación —a + x = 0. Esta tiene la solucidn x = 
0 — (-^a) = Pero, además, —a -f a = 0; dè modo que —(—a) = a, de acuerdo con 

la unícidad de la. solución de la ecuación. 

MU^TIPLICACION POR UN ESCALAR 

1.4. Demostrar las propiedades de Ia multiplicación de tm vector por un escalar, desde la 
(Bi] hasta Ia [B 3 ], Es decir, demuéstrese que: 

[Bi] fci(feaa) - (fejfe^a; [Ba] (fei 4- fe 2 )a = feia + fcaa, fc{a + b) = fea 4- feb; [Ba] la - a. 

[Bi]: &i(& 2 a ) — ^i(^ 2 a a)) 

= ((feirai, {k^k^a^) — (&i& 2 )a 

[®s]* 4- ~ ((&i + (^i + k 2 )o2, (fci 4- k 2 }a$} 

“ (ki&i 4- & 2 (q, a 2 4~ k 2 d2f ki<t$ 4- k 2 <x 3 ) = fc* a + k^à 
k{ a + b) = (k{a x + b í ),k(a 2 + b 2 ),k(< h + b,)) 

= (ka t 4- /c6 lr ka 2 4- kb 2 , ka$ + &b 3 ) — k* + kb 

[B a j: la - (la^ le^, la B ) = ten a 3 ) = a 

1.5* Si a = ui — 2 ua 4* 3ua, b = 112 — 113 y c = ui 4 - 2 u 2f hallar 2 a — 3 (b — c) en función de 

Ui, U 2? U3* 

3(b c) — 2a 3b 4- 3e — 2(u^ 2u 2 4“ 3u a ) 3(u 2 — u B ) 4~ 3(iii 4~ 2u 2 ) 

= 2u t — 4 u 2 4* 6u 3 — 3u 2 4- 3u 3 + 3uj 4- 6u 2 = 5u x — u 2 4- 9u 3 

1 . 6 . Demostrar que el segmento que une los puntos mé¬ 
dios de dos lados de un triângulo es paralelo aí tercer 
lado e igual a la mitad de su longitud. 

Saan M y M f los puntos medíos de los lados AB y AC, 
respectivamente, dei triângulo ABC que se muestra en Ia fi¬ 
gura 1-15. Entonces, AM = ^AB, AM' = ^ AC y MM' = 

AM' — AM = £(AC — AB) - £BC. De esta manera, MM f 
es paralela a BC y tiene la mitad de su longitud. 

1.7* Sean a = OA, b = OB, b ^ a y c = OC 
tal como se muestra en Ia figura 1-16, De¬ 
mostrar que C pertenece a la recta L r deter¬ 
minada por A y B si y solo si c = k Y B. + 
k 2 b, donde k x + k 2 — 1 . 

Si C pertenece a L, entonces BA = a - b y 
BC — c — b son paralelos. Existe, pues, un k tal 
que 

c — b — íc(a“b) o c = &a + (1 — &)b 




= 4- k 2 b 
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donde k x -j- k 2 - k 4- 1 — k ~ 1. Recíprocamente, si c = Aja + A 2 b, donde k x 4- — 1, b ^ a, 

entonces 

c-b = í^a 4 - fc 2 b - b = k t a - (l-fe 2 )b “ - k x h = íc a (a-b) 

Es decir, c — b = BC y a — b - BA son paralelos, y, de esta suerte, C pertenece a 3a recta 
determinada por A y B* 


DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEALES 

1.8. Demostrar que los vectores u lf , u n son dependientes siy sdlo si uno de los vec- 

tores es combinación lineal de los otros, 

Supongamos, por ejemplo, que Ui sea combinación lineal de ü 2 ,.. ., u n ; es decir, u\ — k 2 u 2 4- 41 * 
4- Entonces — À 2 U 2 — ■ • ■ — k n u n — 0, en donde al menos el coeficiente 1 de U L es diferente 

de cero. De aqui se concluye que ui,, , >, u n son dependientes. 

Recíprocamente, si ui,...,u n son dependientes, entonces exlsten ft],..., k nt no todos nulos, 
tales que fciUi 4- A 2 u 2 4- *«- 4- A n u n = 0. Supongamos, por ejemplo, que k x ^ 0; entonces, 
Ui = —(â 2 /Ai)u 2 — — ( k n /ki)v y, de esta manera, Ui es una combinacíón lineal de u 2 , .. 

1.9. Demostrar que un conjunto de vectores que contiene un subconjunto linealmente 
dependiente es linealmente dependiente. 

Supongamos que, por ejemplo, el subconjunto {u L , u 2 ,< .dei conjunto {uj, u 2í . . , 3 ufc, 
Uft+i,.. ., u„} es dependiente, Existen entonces unos escalares &i,. .,, &*, no todos igtiales a cero, ta¬ 
les queAjUj 4- fcsU 2 4- + kkuk = 0. Pero entonces 

fcpi! 4- k 2 u 2 4- “ • + + 0u k + I + "”f 0u n = 0 

y, por ello, Ui, u 2r -. ■ r u„ son dependientes. 

1.10. Demostrar el teorema 1.1, a saber: Si u t ,..., u n son independientes y 

fel Ui + fefiU 2 + * ■ * 4" fenUn = kiUi + featlí 4" ‘ ‘ * 4" fen^n 

entonces fei = feí, fea^feá^ fe n = fe^. 

Supongamos, que # k \; entonces 

(A?i — &l)uj 4- (k 2 — íc 2 )u 2 + - * * 4- (kj — A;J)uj + 1 *4" (K - K)u n = 0 

en donde — k\ 0. Pero, ello implica que iu,.*., u n son dependientes, lo cual contradice 
Ia hipótesis. 

BASES Y COMPONENTES 

1.11. Demostrar que cualquxer vector dei espacio E 3 se puede expresar como combinacíón 
lineal de tres vectores independientes; y, en consecuencia, tres vectores independientes 
forman una base en E 3 . 

Si a, b, c son linealmente independientes, entonces la ecuación 

xtk + yb 4" sc = 

tiene la única solución x — y — z = 0. De igual modo, el sistema 

xai 4- yb x 4- zc y = 0 
xa 2 4- yb 2 4- zc 2 = 0 
4“ yb a 4“ — 9 

tiene la única solución trivial x “ y = z - 0, y este caso sólo ocurre si el determinante de la ma¬ 
triz de los coeficientes es diferente de cero, es decir, 

a x bj Ci 

a 2 b 2 . $2 

&3 ^3 c 3 





14 


VECTORES 


[CAR 1 


Fero, eu ese caso, .para cualquier vector u = (u lf u 2t « 3 ) de Ê 3 el sistema 

xai + ybi + ^1 = u t 

xo 2 + yb 2 + zc 2 = «2 
«<*3 + -I- '«3 = 

tiene unasolución x = fci, y * k 2 , z *= À 3í lo cual significa que u = fcia + Jfe 3 b -f jfe 3 c t que era lo 
que buscábamos. 

1*12* Demostrar que çuatro o más vectores cualesquiera de £ 3 son linealmente dependientes. 

Consideremos los vectores Ui, 112 , u 3 , u*,., . L u„. Podemos suponer que u lf u 3 , u 3 son indepen¬ 
dientes; pues, de lo contrario, u\ t u 3 , u 3 , u 4t ,. . , u^~ãt tener un subconjunto dependiente, sería de- 
pendiente. Pero, si ii*, u 3í u 3 son independientes, ellos constituyen una base y, de esta suerte, 114 » 
^i u l + + ^3 u 3f implica qüe Ui, ü^, « 3 , son dependientes. Y, en consecuencia. 

Ui, u 3 , u 3 , U 4 , , . *, u n son tambíén dependient.es. 

1.13. Supongamos que Ui, u 2 , u 3 forman una base y, además, que a = Ui — u 2 + 2 u 3 , b = 
tig — Uj y c = —u 2 . Hallar las componentes de 2a — b — 2c en funcidn de Uj, u 2 , 113 . 

2 a - b — 2 c - 2 (u, -u 2 + 2 u a ) - (u 2 - u 3 ) - 2 (-n a ) 

— 2uj - 2u a + 4 u 3 - li, + n 3 + 2 u 2 = 2u t - u 2 + 5« 3 
De este modo, las componentes de 2a — b — 2c respecto de m, u 2 , u 3 son 2, — 1 , 5 . 


PRODUCTO ESCALAR 

1.14. Demostrar las propiedades dei producto escalar de vectores, desde la [Ci] hasta la 
[0 4 ], de Ia página 5. 

[Ci]: a • b — ftjb, + a a 6 a + o 3 6 3 — 6 t ai + ò 2 a 2 + 6 a « a = b * a 

[Cg]: (fca) 1 b — ka^bi + fea 2 ò 2 + &a a 6 a “ k(a l b i + a 2 & 2 + a a b 3 ) = k (a * b) 

[CJ: a * {b + c) = + C{) + o 2 {f > 2 + ^ 2 ) "t # 3 ( 8 3 + c a ) 

= ftiòi + flf 6 3 + ®s ^ 3 + a i c i + a 2 c 2 + O 3 C 3 = a ■ b + a * c 

,{C 4 ]: Obviaçiente a *a = «, + o| + « 3 0 y a • a = a\ + «J + o| = 0 sii o, = o 2 = a 3 = 0 . 


1.15, En el triângulo OAB que se muestra en la figura 
1-17; supongamos que a = OA y b = OB. Si 
JOA| = 2, |OB| = 3 y $AOB = 30°, hallar: 
(o) a*b, (ô) i> a (b), (e) P a (b). 

(e) a*b = |aj Jbj cos^_{a,b) 

= (2) (3) cos 30° = 3 1/3 

(6) P,(b) = (a * b)/|a| = 3\/3/2 

W P,(b) = P.(b)jJ = (S\/SM)a 



1.16. Demostrar la desigualdad de Cauchy-Schwarz, |a-bj < |áj ]b|, para la cual vale la 
igualdad si y sdlo si a y b son linealmente dependientes. 

Es evidente que Ia desigualdad vale para el' caso en que a = 0 o b = Õ; -así, podemos supo¬ 
ner que a, b ^ 0. Entonees, de acuerdo con [C 4 ], 


o sea : 


° ‘ (w ± W ,, )',(VI* ± VÍ b ) 2 !< V 2 - b 

± 2a*b á 21al.|bj, Jo cual proporciona la desigualdad dese^àa^ía*b| <N|a| jb|. El resto 
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enunciado se desprende dei hecho de que esa desigualdad se cumple sii 
si 


a + 




j^j-a — AIb = 0 que es lo que ocurre si y sólo si a y b son linealmente dependientes. 
|a| V !b| 


1.17. Demostrar la desigualdad triangular ja±b| — ]a| + |b|, 

|a±b|* = (a±b)-(a±b) = [a]*'+|b|* ± 2(a• b) ^ |a|*'+ |b|* + 2|a| jbj * (N + Íbl) a 
y el resultado que se desea se obtiene sacando raíces cuadradas. 


1.18. Demostrar que ||a| - |b[| ^ |a ± b| para todo a y b. 

De acuerdo con la desigualdad triangular, 

]a| = |a±b + bj ” l a±b l+.! b l 0 í a l “ N - l* ±b l 
Además, |b| = [±b| - |a±b —aj - |a ± b| + [a| 0 Jbf — |a| — |a±b| 

De este modo, ||a| - |b|j = Max <|aj - jbj, |b| - |a]) - |a ± b|, que es lo que se queria demostrar. 


VECTORES ORTOGONALES 

1.19. Sea c un vector normal a los vectores a y b. Demostrar que c es ortogonal a Ara + A a b, 
para cualesquiera Ai, A 2 . 

Como quiera. que c es ortogonal a a y b, c*a * 0 y c-b = 0. De donde, 
c • + fc 2 b) = fcifc * a) + le 2 (c • b) = 0 

Y, de esta manera, es c ortogonal a fcja + fc 2 b. 


1 . 20 . 


Supongamos que u 1( u 2 , u 3 formen una base y que se defina 

a = Ui, b = u 2 -P a (u 2 ), c = u 3 - P* (ua) - Pu (u 3 ) 

Demostrar que a, b f c son vectores, no todos iguales a cero, ortogonales entre sí. 


a*b = a ■ {u 2 — p«(u 2 )) = a■ [u 2 - (a ■ w 2 )a/|a| 2 ] 

- a*u 2 - (a*u 2 )(a* a)./]a| a = a*u 2 -a.*u 2 = 0 
y, de esta suerte, aib. Además, 

a*c = a * [u 3 — P a (u 3 ) — P&(u 3 )] = a * [u 3 — (a- u 3 )a/|a ] 2 — (b*u 3 )b/jb] 2 ] 

= a • u 3 - a - u a - (b * u 3 )(a - b)/|b[ 2 

Puesto que a + b — 0, a*c = a*u 3 -"a , U3“0 y 2 de este modo, ale, Finalmente, 


b + c — b * [u 3 — (a * u 3 )a/]a| 2 — (b * u 3 )b/|bj a ] 

= (b *u s ) - (a* u 3 )(a* b)/|a[ a — (b*u 3 )(b * b)/|b| 2 " (b * u 3 ) — (b-u 3 ) = 0 

Así, pubs, a, b, c son ortogonales entre sí (cada uno a los otros dos). Por otra parte, son vtetores 
diferences de cero, porque a = ¥* 0; si b = 0, 

0 — b ™ u 2 ™» P, (Uo) — u 2 ^ k& “ u 2 — 


lo qu^ resulta imposible, pues Ui y son independientes; si c = 0, 

0 = e = .h 3 “ p,(u 3 ) - P«(u s ) = u 3 - fcia - k 2 b = u a - fc,Uj - íc 2 (u 2 - feuj) = u 3 - Mi ~ Ms 


lo que resulta imposible porque Ui, u 2 , u 3 son independientes. 


BASES ORTONORMALES , 

1.21. Demostrar que (a) 28 ai + 3S 22 + 48 sa = 3, (6) 2 = 

J — 1 



r 
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r ... f I «i } = i 

f * W *V " {o si J ^ r Por tento, M„ + M,, + 48*, = S£0) + 8(1) + 4(0) = 8. 

( 6 ) Al Igual que en el anterior, la única contribución proviene de 5;,-. Así, pues, 


2 íijb,- = Sjjbi = bj. 


S= 1 


o 

trarque 2 = S«. 


Í=1 


1 . 22 . Supongamos que u lt u 2 , u 3 forman una base y que v } - X Ooiii y “j = 2 &«v f . Demos- 

i — 1 


k=l 


3 3 

Escribimos % = ( 2 Aj u i = fc 2 6 fc jV k , en donde hemos cambiado el nombre de los índices 

3 

desde í hasta É. Además, v„ = 2 « u Uj. Sustituyendo, 

(=i Sf,Ui ~ hi .2 o ikUi = ,2^2 «*&«]■, 

Como quiera que^m, u 2 , u 3 sou independientes, establézcase la igualdad de componentes y se 
obtendrá S iS - ^2 o,^. 

1.23. Demostrar el teorema 1.4:'Si 61 , 62,63 forman una base ortonormal y a = Ciei 4 - 
+ 03^3 y b = b&i + è £ e 2 + & 3 e a , entonces 


(a).a*b-o 1 6,+o 1 6i + fl,6 fc '. (6) laj = yãf + flj + a*, (c) á, = a-ei, i = 1,2,3. 

(o) a * b — («iei + a 2 e 2 + * (6^ H- b^ 2 -f ò 3 e 3 ) 

™ + e i) + a iM e i ■ e 2 ) H- aj 63(^1 * *3) 

+ a 2 ò 1 (e2 • * 1 ) + <t 2 b 2 (e 2 * « 2 ) + a 2 5 3 (e 2 * c 3 ) 

-H osbjfez * c r ) -h a 3 & 2 (e 3 * e 2 ) + a 3 & 3 {e 3 • e 3 ) 

~ ttjòi H- a 2 6 2 4- a 3 & 3 
Dícho brevemente, tonemos 


o sea. 


*b (i »a) . (.2 6 A ) - .2 .2 a^-e,) 

8 * b = 2 2 «fV(j - 2 «A 

1-1 J-l i=i 


{&) \&\ - Va *a “ V^í 4- a 2 4 a 2 
123 


(e) a*e f - j^2 a i«j) '*i = 2 Ojíe,• e ; ) = 2 = a, 


1.24. “ 2e * + 3«, y b = e 2 - e 3 . Hallar, (a) ab, (b) |a|, (c) u ft , (d) P a (b), 

( ) a( )j (/) cos 25 -(a,b)j (gr) a*ei, a*e 2 j &’e3, (A) cosenos directores de a, 

(<*) a*b = ( 1 )( 0 ) + {— 2 )( 1 ) + ( 3 )(-l) = -5 

(6) |aj = Vã^ã = V W* + (-2)2 + (3)» = y/íi 

(c) «» = a/|a| - (l/yiÕfc-S^ + àa,) 

(d) P.(b) = (s‘b)/|al = -5/VÍ4 

(«) P» (b) = P» (b)u, = -(5/14) ( ej - 2 e 2 + 3 e s ) 

,(/) cos^_(a,b) = (a*b)/jal|b| = (-5/VÍ4 V^) = -5/(2V?) 

(ff) a * ei = 1, a • e 2 = — 2 , a ■ e 3 = 3 

(ft. cos 2 $_(a,ej) - o^ja] — 1/VÍ4, cos^.(a,e 2 ) = «í/|a| - — 2/yl4 , cos^_(a,e g ) = a^J\ti\ = 3/\/Í4 
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1.25. Sean ui, u 2 , u 3 una base arbitraria. Demostrar que existe una base única v lf v 2 , v s 
tal que 

vi * Ui = 1 v 2 *ui = 0 vs*Ui = 0 

Vi ■ Ua = 0 v 2 * U 2 — 1 vs * u 2 = 0 

Vi * U 3 = 0 Va • us = 0 Vs ’ U 3 = 1 

o sea, v,-'Uj = By, i,j = 1, 2, 3. La base Vi, v 2 , v 3 se denomina la base dual o base 
recíproca de la ui, u 2 , u 3 . Dé acuerdo con esto, si a = OiUl + o 2 u 2 4- o 3 u 3 y 
b = íqvi + Í 2 v 2 + Msi entonces 

a-b = (2 oju^ • (2 Mi) = 22 *vj) = 2 2 - 2 Mi 

Obsérvese que una base ortonormal es su propia dual. 

Supongamos que ei, e 3í e 3 forman una base ortonormal y que 

Uj — + Ui 202 ^13^3 

U 2 ™ a 23*3 

U 3 = %iei -H + ^33®3 


y V t — ®3®3 

Entonces v i* u i = “n^i + + Vs = * 

Vi * Ü 2 ™ ^21^1 "t" ^23^3 — Q 

Vi*U 3 = + a 33 x 3 ” 0 

es un sistema de tres ecuaciones para x Í7 x 2 ^ Como quiera que d et (ai/) ^ 0 , existe una solucidn 
tínica Vj = ^iCj; -h ^ 2 e 2 ’ + * 363 * Analogamente, se tienen soluciones únicas para v 2 y v 3 . Falta de¬ 
mostrar que Vi, v 3 son independientes y, en consecueneia, forman una base. Consideremos que 

3 

ícjVl H - feaV 3 = 2 ^{ v i — ® 

i= 1 


Si multiplicamos por uj t j - 1,2,3, obtendremos: 



2 fciíVj-Uj) 

t — I 


2 kjíy 


k s 


0 , í = 1 , 2,8 


De este modo, ki -= k 2 =k z = 0 y v t , v 2 , v 3 son independientes y, en consecuencia, forman una 
base. 


ORIENTACION 

1.26. Demostrar que la terna (v lf v 2 , v 3 ), donde Vi = 2u! - u 2 4- 2u 3 , v 2 = u 2 + u 3 y 
v 3 = —Ui + 2u a + u 3 , tiene la misma orientacián que la (Ui, u 2) u 3 ). 

I 2 0-1 

El determinante de Ias componentes es: det 1^1 1 2 

\ 2 1 1 

Y, en consecuencia, (vi, v 2 , v 3 ) tiene la misma orientaciòn que la (ui, u £í u 3 )* 

1.27- Demostrar Que Ia orientacián es una relociôu ds eQuiuolencict sobre el conjunto de todas 
las bases ordenadas de E z . Es decir, demostrar que: 

(а) (v if v 2> v 3 ) tiene la misma orientacián que (v if v 2í v a ) para cualquier (v^ v 2í v 3 ). 

(б) Si (v lf v £? v 3 ) tiene la misma orientacián que {ui t u 2 , u 3 ), entonces (u h u 2t u 3 ) 
tiene la misma orientacián que (v i5 v 2s v 3 ). 


j = 1 > 0. 
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(C) 


(a) 


(6) 


Si (w 1; w 3) w 3 ) tiene Ia misma orientación que (v u v 2f v 3 ) y (v 1( v 2 , v 3 ) tiene Ia 
misma orientación que (Ui, u 3 , u 3 ), entonces (wi, w 3í w 3 ) tiene la misma orien- 
tacion que (u lf u S( u 3 ). 

Escribimos v } = ^ 3^, j = 1,2,8. Puesto que det (!</) '= 1, Oi, v 2 , v 3 ) tiene la misma 
orientación que (v x , v 2í V 3 ). 


Vj - 2 ítyUi y Uj - 2 tyVí. De acuerdo con el problema 1.22, ^2 (hi *b ki = Sy. Esto se 


i - ' ' T 

verificaj además, fácilmente desarrollando Ia igualdad det 


de este modo. 


_ detíSy) i 

6 ~ det (ay) “ det (a^) 


(i, -»«) = 


detida) det(b fj ), y. 


! U ^°, qUe , (Vlj ** V3Í tÍene Ia misma orientación que (u lt u 2í u 3 ), det («;;) >0. Y de aquí, 
>0, y, de esta inanera, (uj, u 2 , u 3 ) tiene la misma orientación que (v x , v 2 , v 3 ). 

3 3 

(c) Sea Vjj — ^2 y Wj = ^2^ b ^v k * Sustituyendo, obtenemos: 

Wj = Ji *»"« = 2, ( fc 2 »i 

3 ^ 4 

Así, pues, Wj = _2 eyii, donde e i} = a lk b k} , i,j ~ 1.2,3. Además, 


det (cy) = det ^2 a ik b kj j = det (a i} ) det (&„) 

Puesto que (Wj, w 3 , w 3 ) tiene Ia misma orientación que Ia (Vi, v 2> v s ) y (vi, yo, v,) tiene la 

misma orientación la <™i- «* «3), entonces det (Èy) > 0 ydetíyj > 0 ; y, de íjuí 

e ^ es ^ fl suer t®í ( w i> w 2j w 3 ) tiene la misma orientación qtie (u x , u 2 , u 3 ). 


PRODUCTO VECTORIAL 

1.28. Sea^a = 2e, - e 2 + e 8 , b = e t + 2e 2 - e 3 , c = ea + 2e s . Determinar (a) axb, (b) b x a, 
(c)ax(bxc), (d) (aX b) x c, (e)(axb)*c, (f) áx (b + c) - a xb - a xc. 

(*i 2 1 

(«) a X b = det e 3 — 1 2 

\ e s 1 -1 
= “«i + 3e 2 + 5e 3 

i ei 1 2 \ 

(b) b X . — det e 3 2 —I J — e* — Se 2 — 5e 3 . Obsérvese que a X b = — (b X a). 

\*3 "11/ 

(*i i o\ 

(c) a X (b X c) — (2e, — e . 2 + e 3 ) X det I e 2 2 1 

\®s -1 2 / 

(*i 2 6\ 

- (2e t -e 3 + e 8 ) X {fiej-2e s + e 3 ) = det e 2 -1-2 = ej + 3e 2 + e 3 

\*3 1 1 / 

/ *1 

(d) (axb)xc = (-e 1 + 3e B +5e s )X{e a +2e 8 } = det e 2 

\ e 3 

Obsérvese que a X (b x c) ^ 'a X b) X c. 

(e) (a X b) • c = (-e! + 3e 2 + 5e a ) ‘ (e 3 + 2e 3 ) - (-1)(0) + (3){1) + (5){2) = 13 


-l 0\ 

3 1 j = e t + 2e2 - e 3 

5 2 J 


e, det ( l _ x 2 ) - e a det + e s det ^ ^ 
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hi * 1 

(f) a X (b + c) = det e 2 -1 3 

\*3 1 1 

4e 3 + 2 e 3 . Entonces, 

aX(b + c} — aXb — aXc = {—4ej — e a + 7e 3 } — (—ei + 3e 2 + 5e 3 ) — {—Sei — 4e 2 + 2e 3 ) — 0 

1.29. Demostrar que (a) a X (b + c) = a x b + a X c, (b) (/ca) x b = k (a x b). 

Sean: a = a x ei + -f b = + b 2 e 2 + 63 ^ 3 , c = -3" + ^3^3* 

(a) aX(b + c) = [« 2(^3 + c 3 ) — a 3 (ò 2 + c 2 )]ej + [^(bj + Cj) — otj(b 3 + c 3 )]e 2 

*f [íh(b 2 + C2) — «3(^1 -i' Ci)]c 3 
= («2^3 — + (® 3 ^i ~ ttib 3 )e 2 + (&tb 2 — 

■^r (a a c 3 — a 3 C 2 )*t "I" ( a a c i ct i c 3)*2 + ( a i c 2 — 

= aXb + aXc 

(b) (&a) X b = {ha 2 b§ — íca 3 b 2 )e 1 H- (fe^bj — fc<bjb 3 )e 2 + (ka t b 2 — 

= ^[(a 2 b 3 — a 3 b 2 )ej + {dabi — ^ 63)62 + {a 1 b 2 —^bjea] = Ma X b) 

1.30a Demostrar que |axb| 2 = |a] a |b] a - |a*b[ a * 

Sean: a = + a^ 2 + a 3 e 3 y b = H-ba*a + 

|a X b | 2 = (a X b) * (a X b) = [(a 2 b 3 - + (a 3 ^i “ + (a^ - o^b^es] 

* [(«2^3 “ ^b 2 )e 1 + (a^b 1 — fljb 3 )e 2 + {ttib 2 - ct^b^] 

— (a 2 b3 — agba) 2 + {^bj — njba) 3 + — ^bi) 2 

= ^ 6 ^^-Ha^ + a^ + a^ + ^bí 
— 2<X2b 2 £t 3 b 3 ^ 2a|b 1 a 2 b 2 

|a] a [b| a — |a*b | 2 = (a - a)(b*b) — (a-b)(a*b) 

= (a\ 4- a 2 + ct 3 ){bj 4 b| 4 b 3 ) — (^bj 4 4 a 3 b 3 ) 2 

= c^b\ 4 djbg 4 a^bj 4 a^b® 4 Q^b\ 4 a— 2^6^262 m ^íbia^ — 2 a 2 b 2 a 3 b 3 
La identidad que ao necesita demoetrar se deduce por comparación con la anterior. 

1.31* Demostrar el teorema 1.5, a saber: 

(i) |a x b] = la[ |b| sen 0, e = $ (a, 6) 

(ii) (o) (axbjiay (a X b) X b 

(6) Si (a X b) / 0, (a, b r a X b) tiene la misma orientación que la (ei, e 2j e 5 ), 

(i) Utilizando el próblema precedente, 

|a X b | 2 = |a[ 2 ]b | 2 - |a a b | 2 = ja | 2 jb | 2 - |a[ 2 \b\* co&t 

= |a | 2 |b| 2 (l - cos 2 tf) = |a ] 2 |b| a sen 2 í = (|a| |b| sení ) 2 

Puesto que een e ^ 0, para 0 ^ fl ^ tenemos que ]a X b[ — |a[ \b\ sen e, 

(ii) (a) Sean: a — 4 0^62 4 y b = bjei 4 b 2 e 2 4 b 3 e 3 . 

(a x b) * a = [(«ab 3 ^ %b 2 )ei 4 ( 03 ^ — aib 3 )e 2 4 (Or 1 ò 2 C 2 ^i) e a] ’ ( a i e i + a 2 e 2 ^ 3 ^ 3 ) 

= ctjí^bg ™- ct x ct 3 b 2 4 u^a^bi ^ ^2^1 b 3 4 ©^ 0^02 ~~ ■“ ® 

Análogamente, (a X b)*b =0. Y, de aqui, (ft X b) X a y (a X b) J- b. 

(ò) BI determinante de las componentes de (a, b, a X b) es 

fll &i (^2^3 “ a 3^2) \ 

a 2 b 2 (&abx — ajb 3 ) J — (^ 2 b 3 — a 3 b 2 ) 2 4 (a 3 b x ”* ttib 3 ) 2 4 (uib 2 — a 2&i) 2 “ ia X b| 2 
a 3 b 3 (&i b 2 — a^bj) j 

Si a X b^0, entonces, |a X bl 2 > O y (a, b, a X b) tiene la misma orientación que 
la (e x , e 2 , e 3 ). 



j = —4e, - e 2 + 7e 3 , aX b - -et + Sea + ões, y «Xe = -3e,- 
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1'32« Demostrar que la definicidn dei producto vectorlal es índependiente de la base. 

Sean c y & loa vectores que representan los productos vectoriales de a y b respecto de dos ba¬ 
ses diferentes ortonormales dextxógiras. Podemos suponer que a y b son independientes. De no serio, 
de acuerdg con el teorema 1.6, c - e' = 0, Segón el teorema 1.5 (ii), (a, b, c) es una base y se puede 
escrjbir c r = <*a 4 £b 4 yc. Además, de acuerdo con el teorema 1,5 (ii), a-c' ™ c*jal 2 H- p(a-b) = 0 
y b*c “ a(b-a) -f- y| 6 j- = 0 . Como quiera que a y b son independientes, entonces |n |2 | 5 |s — 
ja- 6 j 2 ^ 0, Y, de aqui, a = p = 0 y c' - yc. Puesto que (a, b, c') y (a, b, c) son ambas dextró- 
giras, es y > 0. De acuerdo con el teorema 1.5(i), ic'| = \c[ - y\&\. Así, pues, y = 1 y c = c'. 


PRODUCTOS TRIPLES 

X.33* Sean: a = 4 2e 2 ~ e 3í b = — ej + e 2 > c — — e 2 + 2e 3 . Hallar a*b X c. 



1*34. Demostrar que a-b X c = a X b*c, 

Sean: a — a^i 4 a 2 e 2 4 a 3 Pz* b — + ò 2 e 2 4 fr 3 e 8 , c = ^©x 4 c 2 e 2 4 c 3 e 3 . Entonces 

I a i 6 i c i\ / a i c i h\ hi bh 

a * b X c - det I 02 b 2 c 2 J — — det l c 2 b 2 \ — det c 2 a 2 ô 2 J = c-aXb = a X b • c 

\«3 &3 H} \®3 hj \c$ ò 3 / 

1*35. Demostrar el teorema 1.8, a saber: ax(bxc) = (a * c)b - (a ■ b)c. 

Sean: a = «hei 4 a& 2 4 a 3 e 3 , b = b^i 4 & 2 e 2 + b 3 e 3 , c — 4 c 2 e 2 4 c 3 e 3 , Entonces, 

a x (b X c) = (a^i 4 a 2 *2 4 & 3 e 3 ) x [(& 2 C 3 ~ 4 (b^c 1 — <? 3 6 1 )e 2 4 — fr 2 Cx)e 3 ] 

= (a^bjCz — a 2 6 2 c 1 — a 3 6 3 c 1 4 

4 {a 3 b 2 c 3 — 03 ^ 3^2 — «^ 6^2 4 #i 

4 — a 2 A 2 c 3 4 %& 3 c B )e 3 

De esta manera, comparando con lo anterior, 

(a 4 c}b (a * b)c = 4 o^ 2 c 2 4 & 3 c 3 )(&iei 4 ó 2 e 2 4 bge§) 

— (ui^ 4 aa&a 4 cta&gJícxej 4 c& 2 + c 8 e 3 ) 

= {a 2 b 1 c % 4 a 3 &xC 3 — aari&stei 

4 4 ò 2 a 3 c 3 - c 2 a l b L - c 2 & 3 & 3 )e 2 

4 (&3 a i c i 4 b^a^c^ — Ctfiibi — c 3 a 2 6 2 )e 3 

= ax(bXc) 


Problemas propuestos 

1.36. En el tetraedro OPQR que se muestra en la figura 1-18, sean a = QP, 
b = OQ, c = OR y sea M el punto medio de RQ. Hallar PM en fun- 
ción de a, b, c. Resp. PM = £b+£c-a 

1.37. Sean: a — 2u 3 + u 2 — 3uj, b — u 3 ~ 2iij + uj, c — —u 3 + 2uj — «g. 
Hallar 3a — 2b + c en funcidn de U[, m, u,. 

Resp. 3ui + 9 u 2 - 12uj 

1.38. Demostrar que |a±b±c| - ja[ + jbj + |c|. 



Fig. 1-18 


Demostrar que los puntos médios de los segmentos que unen los puntos médios de los lados opuestos 
de un cuadrilátero coinciden. 
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1-48. Demostrar que las bisectiices de los ângulos de un triângulo se cortan en un punto. 

141 . Damostrar que las medianas de un triângulo se cortan en un punto. 

Itffl, Demostrar que un subconjunto de un conjunto de vectores linealmente independientes es lineal¬ 

mente índependiente. 

1,41, Demostrar que dos vectores de J ? 3 linealmente independientes forman una base de 

1*44. Demostrar que tres o más vectores de È 3 son linealmente dependientes, 

| V 4 I, Demostrar que si a it b Í7 c; son las componentes de a, b, c respecto de una base, entonces (i) a - b sii 

a; = b it Cii) c = a 4 b sii c £ = a; 4 b if (iii) b = Aa sii 6 * = Aa ; . 

1*44, Supongamos que u b u 2 , u 3 forman una base. Determinar si a ^ iij —^ua 4 u 3j b = Ug — 

c = 2uj -U 2 4 5u 3 son linealmente independientes. Resp , Sí 

|, 4 T. Supongamos que ui, u 2 , u 3 forman una base y que Vi = —Ui 4^2 v 2 =iii + 2u 3 - u 3 >v 3 - 

2 Ul + u 3 . Demostrar que V|j v 2j v 3 forman una base y hallar las componentes de a = 2uj — u 3 en 
funcíòn devi,V 2 , v 3 . 

Resp. Uj = — 2vj 4 v 2 — v 3 , u 2 “ 3vx — v 2 4 2v 3 , u 3 — 4vx — 2v 2 4 3v 2 * a “ 4 4v 2 — 5v 3 

1*41* Sean: a = -e 2 + e 2 -.2e 3 y b = e t -e 2 4 e 3 . Hallar (o) a *b,(ò) {aj, (c) cos^_{a f b), (d) F b (a), C^) 

Resp. (b)V6 t (c)-4/(3V2), (d)-4/V5, (e) -(4/3)(ex - e 2 4 e 3 ) 

1*49, Hallar los cosenos directores dei vector a = 2ei 4 *2 “ Jíesp. 2/y/lit lfy/TÃ, —Zfyfli 

|*§9* Determinar x de modo que a = xe x + e 2 — e 3 y b = 2e^ — afe 2 4 e 3 sean ortogonales. 

Resp. x = 1 

1 ,11. Factorizar ay]a [ 3 — (aS 4 /íy)(a * b) 4 £5|b| 2 . Resp. (aa — /?b) - (ya — 5b) 

1.49. Sean a = e* 4 e 2 " e 3 y b - 4 2e 2 — 2e 3 . Hallar un vector c, tal que a, b, c formen 

los lados de un triângulo rectángulo. Resp. c = “(Sej — e 2 4 e 3 ) 

1.41, Demostrar que gj = (1/3) (2ei — 2e 2 4 © 3 )» 42 = (1/3) (ej 4 2e 2 + 2e 3 ) y gs = (1/3) (2ei 4 ~ 

2 e 3 ) forman una base ortonormal y hallar (ei, e 2 , e 3 ) en función de (gi, g 2j g 3 )' 

Resp. ex — (l/3)(2gx 4 g 2 4 2 g s ), e 2 = (1/3) (—2gx 4 2g 2 4 g 3 ), e 3 = (l/3)(gx 4 2g 2 — 2 g 3 ) 

1 , 44 , Demostrar que la suma de los cuadrados de todos los lados de un paralelogramo es igual a la suma 
de los cuadrados de sus diagonales. 

1,14. Si a.= ex -2e 2 4 3e 3 , b = 2c* -e 2 -e 3 y c = e 2 + e 3) hallar (a) a X-b, (b) b X a, (c) a* b X c = [abc], 

(d) a X 0> x c). Resp. (a) Sej 4 7e 2 4 3e a , (6) -5^ - 7e 2 - 3e 3 , (c) 10, (d) 2ex - 2e 2 - 2e 3 

|,4f. Hallar un vector unitário ortogonal a a = ej 4 «2 ” «3 y = —Ci — 2e 2 4 «3* 

Resp. ±(1/V2)(e t 4 e 3 ) 

1,17. Hallar la distancia d dei punto P ai plano S, siendo a = OP = 4 «2 “ e 3 el vector que va dei 

punto O pertenecíente a S al punto P y b = — ei 4 ©3 Y c ” — e 2 están en S. 

Resp. d = |Pbxc(a)| 

/ui*Vx Ux*V 2 Ux*V 3 

1.41. Demostrar que [uiu 2 u 3 ][vxv 2 v 3 ] = det u 2 *v t u 2 *v 2 u 2 *v 3 

\u 3 -Vi u 3 *v 2 u 3 *v 3 

1.49, Demostrar que {a x b) * (c X d) 4 (b X c) * (a x d) 4 (c x a) * (b X d) — 0. 

1,90, Demostrar que [{a x b)(c X d)(eX f)] — [abd][cef] — [abc][def]. 

1,41* Demostrar que si a y b están un plano normal a un plano que contiene a c y d, entonces 

{a X b) - (c x d) = 0 

% X u 3 u 3 X U| Uj X u 2 

1,83, Sea (u lp u a , u 3 ) una base arbitraria y sean v, = v a = v 3 - ■ Demos- 

trar que (v 1 j v 2 ,v 3 ) es dual de (ux,u 2 ,u 3 ), o sea, ^ 4 v i = 3 íjr ij = 1,2,3. 

1,44* Sean (u lf u 2 , u 3 ) y (v l ,v 2í v 3 ) bases duales. Demostrar que {v 1} v 2 ,v 3 ) tiene la mismaorientacidn 
que (ii!, u 2 , u 3 ). 

1,44, Demostrar que existen dos clases de equivalência de bases orientadas- O sea, demostrar que si 
(vi í v 2 ,v 3 ) y C*vy,w 2 , w 3 ) no tienen la mísma orientacidn que (ui, u 2 , u 3 ), entonces (vi,v 2j v 3 ) y 
(w lf w 2 , w 3 ) tienen la misma orientación. Así, pues, podemos decir que dos bases ordenadas tienen 
igual orientación o tienen orientación opuesta. 






Capítulo 2 


Funciones vectoriales de variable real 

RECTAS Y PLANOS 

Sean a y u vectores dé E* con u ^ 0, Se denomina línea recta, o, simplemente, recta que 
pasa por a y es paralela a u, -al conjunto de los x de E 3 que pueden representarse mediante 
la expresión: 

x = fcu + a, —«o < k < «o (2.1) 

o, expresado por medio de sus componentes: 

xi — ktii + Oi, X2 — kui + Oí, xs = k,Ui + a 3 , —« < fc < <» (2.2) 

Tanto la ecuacidn, (2.1) como la (2.2) se Ilaman ecuaciones paramétricas de la recta. Décimos 
que el punto x engendra la recta cuando el parâmetro k varia sobre la recta real. Diremos que 
cualquier vector, linealmente dependiente de u, es paralelo a esta recta, Y diremos que dos 
rectas son paralelas si sus respectivos vectores u son linealmente dependientes. 

Ejemplo 2.1. 

La ecuaciín paramétrica de la recta que pasa por a = e* + 2eg y es paralela a u = ei - eg 
x = ka + a = fc(e 1 — e g ) + (e x + 2e a ) - (A + De, + 2e 2 — 

o, también, x t ~ k + 1, x 2 = 2, x 3 = —k. 

Ejemplo 2,2. 

Si a y b son puntos distintos de una recta, entonces, b — a es un vector diferente de cero y paralelo 
a la recta. Por este motivo, la ecuacidn de la recta que pasa por a y b es x = k(b — a) + a, o, también, 

*1 = A(&i ®l) ■}" ®I, Xj = fc{6j ttj) + 02» *3 = &(&3 — * 3 ) ^ 

Se denomina plano que pasa por a y es paralelo a dos vectores independientes u y v al con¬ 
junto de los x de E 3 que se pueden representar mediante la expresión: 

x = Au + fcv + a, —00 < h < —o# < k < » (2.3) 

o, también, mediante las ecuaciones de sus componentes: 

Xi — hui + kv 1 + Oi, Xi = hui + kvi + a 2 , x s = hut + kvz + a 3 (2.4) 

Tanto la ecuacidn (2.3) como la (2.4) se Ilaman ecuaciones paramétricas dei plano. Décimos 
que x engendra el plano a medida que los parâmetros h y k varían en forma independiente 
en el conjunto de los números reales, Se dice que un vector es paralelo al plano si es lineal- 
mente dependiente de u y v, y se dirá que es normal al plano si es ortogonal tanto a u como 
a v. 

Si es n un vector, diferente de cero, normal al plano x = Au 4* kv + a, entonces el 
punto x estará en el plano si y sdlo si x — a es ortogonal a n, 0 sea 

(x — a) * n = 0 (2.5) 

Expresado mediante las componentes de x, a y u, esto viene a ser 

(Xi-ai)ni + (X2~ai)ni + (xz—a3)ns = 0 (2.6) 
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Si a, b, c son tres puntos no colineales 
dei plano, entonces b — a y c — a son vecto- : 
res linealmente independientes paralelos al 
plano, y (b - a) X (c - a) es un vector, di¬ 
ferente de cero, normal al plano, tal como lo 
indica la figura 2-1. De la ecuacidn (2.5) se 
desprende que la ecuacidn dei plano que pasa 
por a, b, c es 

[(x — a)(b — a)(c — a)] = 0 (2.7) 

Ejemplo 2.3. 

La ecuacidn paramétrica dei plano que pasa por 
x — Au + fcv + a — (A — fc)C| + « 2 + ke z 
El plano también puede venir dado por Ia expresión 

/»1 1 

[(x —a)uv] = -det I x 2 — 1 0 

0 


(b - a) X (c - a) 



Fig.2-1 

a = e 2 y es paralelo a u = «i y v * -©i + ©3 es 
o = h — k, = 1, as 3 - k 


ENTORNOS O VECINDADES 

Las propiedades locales de las funciones se pueden descrrbir en forma conveniente por 
medio dei concepto de entorno esférico o vecindad esférica. Sellama entorno esférico t o esfera 
abierta * de un vector a, y se representa por S e { a), al conjunto de los x que cumplen la condi- 
cidn |x - al < *. Tal como lo muestra la figura 2-2, un punto x pertenece a ÍL(a) si y sdlo 
si x és interior a la esfera de radio t que tiene por centro a a. En el E 2 , S<{ a) es el copjunto 
de los puntos interiores a la circunferência de radio t que tiene por centro a a; y en el E\ 
S t { a) es el intervalo abierto de longitud 2c que tiene a a como centro, tal cual lo muestra la 
figura 2-3, 



Fte.2-2 Fix.2-3 

Por otra parte, resulta conveniente considerar una vecindad o entorno esférico de a en 
el que se prescinde dei propio a, EI conjunto Sé (a), excluído el propio a, se llama vecindad o 
entorno reducido c de a y se representa por Sí(a), Puesto que |x - a| = 0 si y sdlo si x = 
a, Sl (a) está constituído por los vectores x que satisfacen la condicidn 0< |x - a| < É . 


Ejemplo 2,4. 

El entorno esférico 1/10 dei vector a = e* + 2e 2 o sea, Si/io(®i *f 2e 2 + Sej), está consti¬ 

tuído por los vectores x = xie* + x 2 e 2 + ^e 3 que satisfacen la condición 

|x-a| “ [{^-l) 2 + («a — 2 >* + (*3 — < 1/10, oseM^-l) 2 * (x 2 -2)* + (as» -3)* < 1/100 

Ejemplo 2.5. 

El S l/im (5) de El es el conjunto de números x que satisfacen la condición \x — 5l < 1/100, es decir, 
5 - 1/100 < x < 5 + 1/100. Obfiérvese que S 1/100 es el intervalo abierto de longitud 1/50 que tiene como 
punto medio a 5. 
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FUNCIONES VECTORIALES 

Si a. cada numero real t de un conjunto de números reales S le asignamos un vector f (/), 
definimos una función vectorial f de una sola variable.t en S. Al igual que en el caso de las fun¬ 
ciones esca l a r es de variable real, en el presente, al conjunto S se le llama domínio de defini - 
cmSíi do f; y al conjunto de vectores correspondientes, se le llama imagen de t y se representa 
por f(S). 

Ejeraplo 2,6. 

Sean a, b, c vectores fljos dei espacio. La ecuación 

f(t) = a - 2tb + —2 — t — 2 

define una función vectorial de t cuyo domínio es —2 — t — 2. A continuación se muestra una tabla que 
contiene algunos de los vectores correspondientes. 


t 

-2 

“1 

0 

1 

2 

m 

a + 4b + 4c 

a + 2b + c 

a 

a - 2b + c 

a - 4b + 4c 


Ejemplo 2.7. 

En el ejemplo 2.6 supongamos que a = ei + 2©^ b = e 2 — e 3 , c - «i — e s . ' Entonces, 

Ht) = (ei + 2e 2 ) - 2í(e 2 - e s ) + í 2 (e, - e 3 ) = (1 + i 2 ) ei + (2 - 2í)e 2 + (2t - i 2 )e 3 

Aqui, f se expresa por medio de las tres funciones escalares f \(£) = 1 + t 2 , f 2 (t) -2 -2 1, f s (t) =2 1 — í 2 , 
que son sus componentes respecto de (e^ e 2 , e 3 ). 

Tal como se indica en el ejemplo precedente, f(f) determina únicamente tres funciones 
escalares /i(f), Í 2 (t),fz{t), que son sus componentes respecto de la base. Recíprocamente, tres 
funciones escalares f 2 (t), fz(t), en un dominio común S, sólo definen una función vectorial 

f(É) = /i (t)ei +/a(()e 3 +/ 3 (f)e 3 
en S, cuyas componentes respecto de (e lf e 2 , e 3 ) son f u f 2t f 3 . 

Utilizaremos las funciones vectoriales para definir las curvas. Sea x » f(í); entonces 
cuando í varie, el punto x describirá una curva, tal cual se muestra en la figura 2-4, La ecua- 
cidn vectorial x = f(t), o expresado el hecho mediante las componentes, las tres ecuaciones 
escalares 

= fi(t), íCa = /a(t), # 3 = / 3 (t) 

sé llamará una representación paramétrica de la curva, y la variable t se denominará el parâ¬ 
metro de la miam a. 




Fig.2-4 Fig.2-5 

Ejemplo 2.8. 

La ecuación x = a 'cos í)ei + a (sen t)e 2 o x/ = a cosi, x 2 = a senf, a > 0, 0 < í < 2* es una repre- 
sentación paramétrica de la circunferência de radio q y centro en el origen. Cuando t crece dentro dei inter¬ 
valo 0 S ( S 2*. el punto x describe la circunferência en el sentido contrario al movimiento de las maneci- 
llas dei reloj, como se puede ver en Ia figura 2-5. 
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La mayoría de las veces supondremos que nuestras funciones se definen en intervalos. 
Estos constan de: los intervalos finitos, abiertos y cerrados a < t < b y a < í < 6, los in¬ 
tervalos finitos semi-abiertos a < t < Ò y a < (£6, y los intervalos infinitos tales como 
—oo < t < oo, a ~ t <-oo, —oo < t < a, etc. 


FUNCIONES ACOTADAS 

Se dice que una función í(t) es acotada en un intervalo I si existe un escalar Aí > 0 tal 
que |f(í)| S M para todo t de I. Obsérvese en la figura 2-6 que si x = f(£), entonces f(f) 
es acotada en I si y sólo si existe una esfera de radio Aí y centro en el origen, tal que el punto 
x sea interior a la esfera para todo t de I. 




Ejemplo 2,9. 

La curva que describe el punto x = fei + (taní)e 2 en — x/2 < t < x/2 ee la que ae muestra en Ia 
figura '2-7. Obsérvese que |x| viene a ser arbitrariamente grande cuando í se acerca a */2. De esta suerte, x 
no es acotada en — x/2 <t< x/2. Sin embargo, obsérvese que x es acotada en el interior dei intervalo 
—n/2 + e < t < x/2 — «, para cualquier e > 0. Para esos valores de t, 

|x| = ](«! + (tan #)e 2 | — |f] le t | + jtan t| |e 2 [ — jt| + jtan t\ — M 
donde M — v/2 — e + tan (v/2 — *). 


Se dice que ima función f(í) es acotada en t = t 0 , si existe un c > 0 tal que f(f) sea 
acotada para t en Sí(f 0 ); o, lo que es igual, f(i) es acotada en t 0 si existe un Aí > 0 y un 
í > 0 tales que |f(í)| £ Aí para jf — f„j < 


Es evidente que si f(() está definida y es acotada en un intervalo I, entonces es acotada 
en cada t 0 de I. Sin embargo, la recíproca nó es verdadera, como se comprueba con el ejemplo 
anterior donde f(í)*es acotada en cada t 0 dei intervalo —tc/2 < t < tc/ 2 pero no lo es en la 
totalidad dei mismo. 


LIMITES 

Una función vectorial f(f) ti ene 
un limite L cuando t se aproxima a t 0 , 
y se escribe 

lim f(t) = L 

t-+to 

o f(f) -*■ L cuando t f 0l si para 
todo e > 0, se puede halíar un 8 > 0, 
dependiente de «, tal que los vectores 
f(£) estén en Se(L) siempre que t per- 
tenezca a S 3 (f 0 ). Obsérvese en la fi¬ 
gura 2-8 que x = f(() -» L çuando 
t -* to, si y sólo si para toda esfera 



Fig. 2-8 





















26 


FUNCIONES VECTORIALES DE VARIABLE REAL 


(CAP. 2 


abierta St (L) con centro en el punto L, es posible hallar un entorno reducido Sg(ío) tal que 
los puntos x estén en S«(L) siempre que í sea interior a Sg(t 0 j, 

Obsérvese que la existência dei limite en í 0 es una propiedad local de una función y de¬ 
pende sólo de la naturaleza de la función en un entorno reducido de í 0 . Àdemás, no es necèsario 
que f(í) esté definida en t 0 . Por ejemplo, su domínio podida ser el intervalo abierto a < t < t 0 . 


Ejemplo ,2.10. 


Sea f(í) = a - constante. Entonces, para cualquier to, lim f(t) 
da S e (a) para todo t y, por esta razòn, para todo Safo) para todo íq- 


a* Porque f (/) m a pertenece a ca- 


Ejemplo 2,11, 

La fu&ci&i x - f(t) = 


r tei -h 

t íe i ^ 


t ^ 0 
t < 0 * 


O - fi(t) = t t x 2 = / 2 {í) - 

que se representa en la figura 2-9, no tiene limite 
cuando í —> 0 porque en cualquier punto L tiene un 
entorno S É (L) que no intersecta simultáneamente a la 
recta x 2 — 1 y a la recta x 2 = —1, (Por ejemplo, tal 
como se ve en Ja figura, S\/ 2 ( 0 , 1) no incluirá puntos 
de x 2 - —1,) Para este St(L) no existirá un S > 0 
tal que para todo 0 < \t\ < £ los puntos x = f(í) 
estén en Sí(L), Como quiera que L es arbitrário, en¬ 
tonces nò existe limite. Por otra parte, la función 
tiene limite para cualquier otro valor de ^ Q^e se es- 
coja. Por ejemplo, cuando í-*^, el limite es ^ 


' 1, t - 0 
-1, t<Q f 



Recordemos, ahora, que una función escalar g(t) -+ 0 cuando t -* f 0 si para todo t > 0 
existe im ! > 0 tal que jg(f)j < t siempre que t sea interior a S'(t 0 ). Si hacemos qué 
B(t) — lf(0 — L|, entonces |g(t)l = [f(í) — L| < t si y sólo si f(f) pertenece a S f (L), De 
este modo, llegamos al importante 


Teorema 2.1. f(í) -» L cuando t-* t<, sii Jf(í) — Lj -» 0 cuando t -* t e . 


Ejemplo 2.12. 

I™ ( f2 «i - (í + l)e 2 ) = e, - 2e 2 , puesto que 

lim, ]f(í>-Lj 1= lim !<( a -l)e, - (í.-l)«a| = lim [<t* — l) 8 + (t -= 0 

t™* 1 ' Í-+1 

Supongamos, finalmente, que f(í) -» L cuando t —> í 0 . Entonces, para un e > 0, arbitrá¬ 
rio, existe un 5 > 0 tal que jf(í) — L) < « siempre que í pertenezca a Sg(ío)- Por esta 
razón, siempre que t pertenezca a Sa(í 0 ), 

ff(í)| = |f(í)-L + L| ^ jf(í) - L[ + |L[ M 
en donde M = max (e, |f(fo) — L[) + |LJ. De este modo, tenemos el 
Teorema 2.2. Si Í(í) tiene limite cuando t -> t 0 , entonces f(í) es acotada en í 0 - 


PROPIEDADES DE LOS LIMITES 

Supongamos que lim /,(t) = L u i = 1, 2,3; entonces 

t 0 

lim [A(í)ei 4- fz(t)e 2 4- /3(í)ea] = L&i + Lzea 4- Lse 3 


CAP. 2] 


FUNCIONES VECTORIALES DE VARIABLE REAL 


27 


Pues* sea f(í) = /^í)©! 4- /j&(f)e* 4- / 3 (í)ès y L = Liei + Lse 2 4- Lae*; entonces 


lim |f{í) — L| = lim |(/i (í)ei 4- / 2 (í)e 2 4- / 3 (í)e 3 ) — (£iei 4- L 2 e 2 4- £ 363 )] 

t-+t0 t** t 0 

= lim [(A(É) - Lí) 8 + (A(í) - Li) 8 + (/ 8 (í) - L S )Y* 

t-*fp 
= 0 

El recíproco dei teorema anterior también es verdadero. O sea, que tenemos el 

Teorema 2.3. La función f(í) = fi (í)ei + f 2 (f)e a + fz (f)e 3 tiene limite cuando t -* to, 
si y sólo si fi(t), i — 1* 2, 3, tienen limites cuando t -> to, y en tal caso, 

lim f(É) = ( lim /i(í))«i + ( lim /*(()) e* + ( lim /aí*)^ e 3 

Uni {(sent)©! + {cos t)e 2 + íe 3 ) = ( lim sent) e L + [lim cos í ) e a + [ lim t ) eg = e 2 

t^o / V-+0 / / 

Ejemplo 2.14. 

Sea í(t) = Í2«i + te 2 . Entonces, 

f(2 + fe) - f(2) _ ,. ((2 + fc)"ei + {2 + A)e a ) - (4*! + 2e a ) 

lim — w - — um- 1 - 

h h-* o h 


Ejemplo 2,1& 


h-+0 


= lim r 
h^o L 


((2 + h) 2 - 4)ei he 2 


h 


+ 




4e } + e a 


Supongamos, ahora, que f(í) -> L cuando t -» í 0 ; entonces, |f(f)|~> |L| cuando í->í 0 - 
Pues, haciendo que f(í) = f Y (t)eí + f 2 (í)e 2 + fz (í)e 3 y L = Liei + L 2 e 2 + L 3 e 3 , 


8 f*Ul/2 


Hm jf(í)| = lim [fl(t) + fl(t) + 

t— 


= ^ lim ^ lim f 2 {t)j + ^ lim f 3 (t)j ] 


1/2 


= [lí + l; + L\y 


Obsérvese, sin embargo, que el recíproco dei teorema precedente no es verdadero. Es 
decir, jf(f)| puede tener limite aunque f(í) no lo tenga. Esto acontece en el ejemplo 2,11 para 
to = 0. 

El resultado anterior se enuncia formalmente bajo la forma dei 
Teorema 2.4. Si f(t) -» L cuando í->í 0 , entonces [f(í)| -»|L] cuando t-*to. 

Finalmente, tenemos: Si lim f(í) = L, lim g(í) = M y lim h(t) = N, entonces 

‘ - *0 < - <B * - 'd 


[Hil lim (f(t)+g(t)) = Um f{í) + lim g(t) = L + M 

t ■+ í 0 í Íq t “* tg 

[Hi] lim (h(t)g(t)) = lim h(t) lim g(í) = NM 

í íp i t ■* tp t ‘■í fp 

[Ha] Si entonces lim (f(t)M(í)) = lim f(t)/lim h{t) = h/N. 

t**íp í^*íp 

[Hí] lim (f(í)*g(í)) = lim f(í)* lim g(í) = L M 

t-+to í-+tp t-+t 0 

[H s ] lim (f(í) x g(t)) = lim f(í) x lim g(í) = LxM. 

[Hg] Si lim f(í) = f(to) y lim h(9) — U, entonces lim i(h(8)) = f í lim k(6)) = f(ío). 
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Ejemplo 2.15. 

Sea lim f(t) — L, lim g(t) = M, lim h(í) = N. 

W £ 0 t -+£ 0 


lim 


lim (f(í) ■ g{í) X h(í)) 
í ^ c & 


Entonces, 

lim £{í) • Hm (g(t) X h(t)) 

t-^íp í-£<j 


- lim f{0 * lim ff(t) x lim h{í) = [LMN] 

t £q. £ ^4 (q 


CONTINUIDAD 

Se dice que una funcidn vectorial f(í), definida en to, es continua en to si para todo e > 0 
existe un 8 > 0, dependiente de *, tal que f(í) pertenezca al (f(ío)) para todo t perteneciente 
a S s (f 0 ); o, lo que es igual, f(t) es continua en f 0 si 

lim f(í) = f(í 0 ) (2.8) 

í-+t 0 

Se dice que la funcidn f(f) es continua en / si es continua en todo t — to de /. 

Del teorema 2'.3 se deduce que f(í) es continua si y sólo si sus componentes i = 
1, 2, 3, lo son. De los teoremas, dei [HJ al [H 6 ], se deduce también que la suma, el producto 
y los productos escalar y vectorial de funciones continuas son contínuos y que una funcidn 
continua de una funcidn continua (funcidn compuesta) es continua. 

Observemos, finalmente, que (2.8) es equivalente a 

lim (f(í) - f(to)) = 0 

o, si hacemos h = t — f 0 , lim (f(fo + h) — i(to)) — 0 

ft-+0 

Ejemplo 2.16. 

Sea f(í) — a + bí -p cí 2 , donde a,b, c = constantes. Entonces* 

lim f(í) = lim (a + bt + ct 2 ) = a + bf 0 + ctj = f(í 0 ) . 

É £p É tp 

Por esta razdn* f(t) es continua para todo í. 


Ejemplo 2.17. 

Sea f(í) = 

Para íq = 1, 

lim 

tH+l 

Ejemplo 2.16. 

La functói 

donde no existe el limite. 


7 —r «i + f 3 e s , t # 1 
í_ 1 . E 

^ 2 Cj "P 

t -1 

lim f(t) 
í*+í 0 

= lim — 
*-*« \ f “ 

) = Um( 

t+*i \ 

t _ ! e i + 

(tt 

m = u 

i + e 2 , t ^ 0 
i t *C 0 


Entonces f(í) es continua para todo f. Para t 0 ^ 1* 

\ ú - 1 

+ fS * 2 j ~ t 0 ei + *3®* = *(*#) 


«d 


2.11 es continua en todo t t excepto en í - 0 , 


DERIVACION 

EI limite f'(í 0 ) = lim (2.9) 

t-t 0 t — to 

si existe, se define como la derivada de f(í) en í = f 0 . Si f'(í 0 ) existe, décimos que f(í) es de- 
rivable en í 0 . 


Obsérvese que si sustituimos t 
puede darse también bajo la forma 

m 


ío + A í en la expresidn precedente, la derivada en t a 
= lim - f(to+ ^ ) ,~ t(to) 

At-*o At 


(2J0) 


CAP. 2) FUNCIONES VECTORIALES DE VARIABLE REAL 


29 


Ejemplo 2.19. 

Sea f (t) = a -p bí -p cdonde a, b,c = constantes. Entonces, 

f(ío *P At) — f(£o) ■ [a + b(t 0 -P At) 4- c (£ 0 + At) 2 ] — (a-P bíg-P cíj) 

í ; (í 0 ) “ lim - tt - = lim - 

AÍ-+0 At AÍ-+Ü 


At 


= lim 
A t-*a 


b At + 2ct 0 it + c(Aí)2 
_ 


lim (b + 2ct 0 + cAt) = b + 2ct 0 

AÉ-+0 


£>e esta manera, f(í) es derivable en t Q y su derivada es £'(£<>) “ b + 2cf<>* 

Ahora bien, si f(í) = h(t)e l '+ f z (t)e 2 + / 3 (í)e 3 , entonces, dei teorema 2.3 se deduceque 


f'(ío) 


ikM 

Wt„ t — to 


= !.[««, + + Í!fcM!l es ] 

= ril z-w-Âw ]., + [um w.-m » + rii m w)-/.w i e . 

C — to J, Lí-*** t — to J t ~ to J 

= /j(ío)ei + /a(ío)eg + fs(to)eo 
De este modo, tenemos el 

Teorema 2.5. Una funcidn f(í) ■= A(í)e x + f 2 (t)e 2 rf U(t)e a es derivable en í 0 si y sdlo 
si cada una de sus componentes /, (í), i =, 1, 2, 3, es derivable en í 0 , y en tal 

CaSO 

f'(to) = /i(to)ei + /fl(to)e 2 + fs{to)e^ 

Si f (t) es derivable en el intervalo l r entonces f' (í) es nuevamente una función vectorial 
en I que, por lo tanto, podrá derivarse otra vez. Este proceso proporcionará la derivada de 
segundo orden de f(f), que denotamos por f"(í). Análogamente se definen las derivadas de 
ordenes superiores. 

Al igual que en las funciones escalares, si u — f(í)j utilizamos la notacidn 


u = 


du 

dt 




Ejemplo 2,20. 

Si ii = (t 3 + 2t)e x + (sènt)e 2 + ^e 3í entonces 


u' = ^ = ^-(í 3 + 2t)e l + ^(sení)e 2 4- ^(e f )e 3 = (3í® + 2)e 1 + {co&i)e 2 + e% 
u" = Tt($t) = ft {3t2 + 2) ^ + ^ (c0BÍ)l * 2 + Tt {e1) * 3 = - (aent)e 2 , + e% 


d â ?o d d . d . .. 

= Tt dê = tíí (6í}e ‘“ 5í (sení>e2 “ dí (e ) * 5 


dt' 


dt 


6 ej — (cos íjc;; + 


Ejemplo 2.21. 

El vector x = a(cost)ei + a(sení)es describe la circunferência de radio a y centro en el origen, tal 
como se muestra en la figura 2 - 10 . La derivada x' ~ dx/dt = — a(sení)ej -h a(cost)«a es tangente a la 
circunferência en x y T como era de esperarse, ortogonal a x, puesto que x*x' = 0 . 
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Muchas propiedades de Ias funciones escalares se extienden a las funciones vectoriales. 
Por ejemplo, en el problema 2.26 se demuestra el 

Teorema 2.6. Si f(i) es derivable en f 0 , entonces f(í) es continua en í 0 . 

FOKMULAS DE DERIVACION 

Si u, v, A son funciones derivables de í en I, entonces 

[Ji] u + v es derivable en I y ^(u + v) = ^ ^ 

[J 2 ] Au es derivable en/y ^(Au) = k^j- + 


IJ 3 ] u*v es derivable en/y ^ (u * v) = u* ^ u 

IJ4] u X v es derivable en/y ^(u xv) = uX ^ + ^ Xv 
Por último, tenemos la regia de la cadena: 

[J s ] Si u = f(í) es derivable en /< y £ = A(0) es derivable en /g, donde Ia imagen A(/ e ) 
está contenida en I t , entonces, u = g(0) = f(A (6)) es derivable en / e y 

du _ du dt 
d$ — dt d9 

Ejemplo 2.22. 

Sea u = o(cosí)ei — a<sení)e 2 f 6 = (1 ~ f 2 ) 1 / 2 , t > 0. Entonces, 
du du dt du /d$ 

dí = UTo = dt/ di = (-oíaeníje! - a(cosi)e a )/[f(l + **)->/*] 

= ”(a/£)(l + É^^íísentJej + (cos t)e 2 ) 

donde hemos utilizado el hecHo de que para funciones escalares, 6 - h(t) tales que dü/dt & 0, se tiene 
dt/dQ = l/(G/dí). 


jL 

dt 


( du\ d { du\ du 

V**/ = "-Tiiiij + Tt; 


du 

dt 


v ‘!ê + 


du 

dt 


Ejemplo 2.23. 

Ejemplo 2.24. 

f u £ü - ± ( u . x _ n .±/du x . du . (du ^u\ 

dt [ u dt dt* J dty dt* dt*) dt X dt*) + dt * dt) 

u * [Y^u y _L (v . a — /"du v cFu\ _ f du d?u~| 

l{dt X dt?) + (dí* x dt*)\ + 0 - u * ^dí x dt *) ~ L“ dt dtaj 

Por último, si u es una función vectorial de magnitud constante, es decir, si |u| = cons¬ 
tante, entonces u*u = constante, y, haciendo la derivada, se obtiene 

dii du du 

u *dt + dí* ,1 = 0 ° u *dí =0 

En consecuencia, u es ortogonal a áu /dt En particular, tenemos el 


Teorema 2.7. Si u es una función vectorial unitaria, entonces du/át es ortogonal a u. 
Este teorema es un resultado importante que utilizaremos con frecuencia. 
FUNCIONES DE CLASE C m 

En general, exigimos que nuestras funciones se puedan derivar al menos una vez y ordi¬ 
nariamente dos o más veces. Por otra parte, necesitaremos conocer la clase mas amplia de 
funciones para la cual sea válido un determinado resultado. De acuerdo con esto, diremos 
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que una función numérica, escalar o vectorial, f, pertenece a la clase C m en un intervalo I si 
existe la derivada de orden m-ésima de f y es continua en L La clase de las funciones conti¬ 
nuas sé designa mediante C° y la clase de las funciones que tienen derivadas de todos los órde- 
nes se designa por medio de C 35 . 

Como quiera que una función vectorial es continua si y solo si sus componentes lo son, 
y posee derivada si y sólo si sus componentes las poseen, se tiene çl 

Teorema 2.8. Una función vectorial f(f) = + / 2 (í)e 2 + / 3 (*) e 3 pertenece a C m de I 

-si y sólo si sus componentes f x (t), f 2 (t) y / 3 (í) pertenecen a C m de 7. 

Obsérvese que, puesto que una función derivable es continua, entonces, si una función 
pertenece a C m , también pertenece a O para todo j < m . 

Ejemplo 2.25. 

Consideremos Ia función vectorial f(í) = £3ei -f- (seníjes *f- —«j < t < En este caso, 

f'(t) = 3£ 2 e r + (cos í)e 2 + (8/3)í 5/3 e 3 y f^(£) = 6^ — (senf)e 2 + (40/9)£ 2/3 e a 

son continuas para todo t. Sin embargo, f= 6C] — (cos í)e 2 + (80/27)£- J / a e3 no existe en t = 0 , porque 
íV3 aparece en el denominador. En consecuencia, f(í) pertenece a C £ en — « <í<« pero no a C 3 . La f 
tiene derivadas continuas de todo orden en cualquier intervalo què no contenga el origen y, por tanto, en 
él f pertenece a la clase C* ^ 

Como consecuencia de las fórmulas de derivación desde la [J L ] hasta la [J s ], tenemos los 
siguientes teoremas: 

Teorema 2.9. Si f, g, h pertenecen a C m en I, entonces Af, f + g, f*g y f X g pertenecen 
a C m en I. 

Teorema 2.10. Si f(£) pertenece a C m en h y si í(0) pertenece a C m en /o, donde íf/®) está 
contenido en I ( , entonces la función compuesta g(0) = f(í(6)) pertenece 
a la clase C m en /g. En otras palabras, una función de clase C™ de una fun¬ 
ción de clase C m es una función de clase C m . 

FORMULA DE TAYLOR 

Sea f{t) una función de clase C m en I. Entonces (fórmula de Taylor), para todo ty t a de 
I, es: 

f{t) = /(ío) + - Y" (t — to) + ■■• + (í - ío) m + ío) 

en donde el resto, Z? m (£, t 0 ), tiene la propiedad de que 

® cuan do í to 

Es evidente que,, aplicando la fórmula a las componentes de una función vectorial f(£), se 
tiene el 

Teorema 2.11. Fórmula de Taylor. Sea f(í) una función que pertenece a C m en I; enton¬ 
ces, para todo t y í 0 de /, 

f(í) = f(ío) + Lp(í-ío) +*■• 

+1 ^ íí ” f(i) ' n + Emíí ' ío) 
en donde, ^ 0 cuando t -* U 

Ejemplo 2,26. 

Si f \f) = (cos£)ei + (seu f)e 2j entonces f(0) = f'(G) = e 2 , ^"(0) = — e 2 , 
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Y, en conseeuencia, alrededor de ío = 0 se tiene 

(sení)e t + (cosí)e 2 = í! + e 2 t - (e t /2!)t 2 - (e 2 /3!)(» + (e x /4!)í 4 + K 4 (i) 
en donde K 4 CÍ) /t* —> 0 cuando t 0 . 

Con frecuencia conviene utilizar los símbolos o y O, de Landau, para analizar el com- 
portamiento de una función en la vecindad de un punto. El caso es este: Supongamos una 
función escalar g{t), diferente de cero en algún entorno reducido de f 0 . Se dice que una función 
f(í)i escalar o vectorial, es “0 minúscula” de g(t) en t 0 , y se designa por f(í) = o(g(t')), si 
f( t)/g(t) -*• 0 cuando t -» í 0 - Se dice que una función f(f), escalar 0 vectorial, es “o mayúscuia" 
de g(t) en f 0 , y se designa por f(í) = 0(g(t)), si f{t)/g{t) es acotada en t 0 . 

Ejemplo 2.27* 

Si f(í) — aí* + + c£ 6 , a, b, c = constantes, entonces f(£) — o(í3) en t — 0 , Porque 

lim Í[t)ft* = lim (aí ~f- bt 2 + ct 3 ) — 0 

t —+ 0 ( *40 

Obsérvese, además, que f(í) - o (£ 2 ). Sin embargo, f(f) ^ o (t n ), para enteros n > 3, 

Ejemplo 2,28* 

Si f(í) = (sen a í)ei + (£2 + £ 3 )e 2 + £* 03 , entonces f(t) — 0(í£), Porque 

lim f(i)/í 2 = lim «j + (1 + t)e 2 + = e, + e 2 

Puesto que el limite existe, f(t)/£2 es acotada; así, pues, f(í) = 0(£2). Observese que f(f)/í-*0 cuando 
í—í- 0 ; de esta suerte, también f(t) = O(í), Pero, 0(£2) es la mejor aproximacibn, pues, |f(í) /t a \ —« cuando 
t —^0 para cr > 2 , 

Ejemplo 2,29. 

Supongamos que f(í) sea de clase C m en I* De la ftfnnula de Taylor se deduce que, en íq, 
f{í) = f(t 0 ) 4- —-—(é^é 0 ) + ■*- -f — raj ^ ~~ *o) m + o[(í — 


FUNCIONES ANALÍTICAS 

Supongamos que f (í) sea de clase C “ en /, Entonces, para todo m y todo t y í 0 en 7, tenemos 

f(t) = f(£o) + + ... + 


m ! 


4- R m (í,t 0 ) 


Ahora bien, si, además, lim K m (í, t 0 ) = 0, entonces f(í) puede expresarse en I como una serie 
de potências m ~"° 

f/f\ _ f"°<M (j. j 

*(*) - Z> " w t u - M" 

*i = n ÍC - 


Cuando esto ocurra, se dice que la función f(í) es analítica en I. En forma más general, se dice 
que f(í) es analítica en I si, para todo t 0 en I, existe un entorno S s (t 0 ) tal que f(í) admita un 
desarrollo en serie de potências, tal como 

f(í) = 2 •»(* - M" 

n-0" 

que converge a f (t) para todo t de Ss(fo). La clase de las funciones analíticas en I se designará 
por C A * 

Una función de la clase C 05 no es neçesaxiamerite analítica, como lo muestra el ejemplo 
que aparece mas adelante* Sin embargo, se puede demostrar que cualquier función, represen¬ 
tada por una serie de potências, se puede derivar en el interior dei intervalo de convergência 
y la derivada viene representada por la serie de potências que se obtiene ai derivar término a 
término la serie original de potências. De este modo, toda función analítica es de clase C 50 * 
Además, f<«) (í 0 ) = a n n\ 
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De los teoremas relativos a Ia sustitución y a la suma y producto de series de potências, 
se deduce que la suma, el producto y los productos escalar y vectorial de funciones analíticas 
son también funciones analíticas, y, además, que una función analítica de una función analí¬ 
tica {función compuesta) es nuevamente una función analítica. 

Ejemplo 2.30* 

La funciún f(t) = e es continua para todo t, excepto para t = 0, Si, por definickín, /(O) — 0, 
entonces f(t) será continua y, de hecho, pertenecerá a C® para todo — co < t < eo, Sin embargo, f(t) no es 
analítica en ningún intervalo que contenga a t = 0, En efecto, se puede demostrar que /(0) = 0, f f ( 0) = 0, 
f"(0) — 0, etc., de manera que, si f{t) admitiera un desarrollo en serie de potências en algún £s(0). Ia serie 
convergería hacia cero para cualquier t de SgCO), lo cual es imposible, pues f{t) no es idénticamente nula en 
cualquier Sg(0). 

Por último, observemos que las funciones elementales, es decir, los polinomios, las fun¬ 
ciones rgcionales, las. funciones trigonométricas y las funciones exponenciales, son analíticas 
en cualquier intervalo en que sean continuas, y que sus inversas son también analíticas en 
todo - intervalo en que sean derivables. 


Problemas resueltos 


RECTAS Y PLANOS 

2.1. Hallar un vector unitário normal al plano S que contiene los puntos 

P(0,1,1), Q(l, 0,-1), R(l, -1,0). 

_ / 6l 1 

FQ X I R — I “1 “2 I — 3Cj ©2 

\ e 3 “2 -1/ 

PQ- V p R . ■■ 

es normal à S t y ± - ±{l/VTl >(3®! + + e 3 ) son vector es unitários normales a S. 

X FK| 


2 . 2 . 


Hallar la ecuación de Ia recta que pasa por A{1, —1, 2) y es paralela al eje x 3 . 

Sea x = OP, a = OA. Entonces P pertenece a la recta si y sólo si AP = (x — a) = A« 3 , 
o sea, 

(*, - l)e, + (# 2 + l)e 2 + (* 3 - 2)e 3 = fce 3 


o sea, x í = 1, % 2 — ~1> — k+ 2 (—»<fc<»). 


2.3. Supongamos que dS 0 y sea n = /iiei + n 2 e 2 + n 3 e 3 un vector unitário. Demos¬ 
trar que 

TliXi + naZ2 + ílaJSa — d 

es la ecuación dei plano S cuya distancia desde el origen es d y cuyo vector unitário 
normal, dirigido desde el origen, es n. 

Sea x un punto cualquiera de S. Entonces, 

n í x 1 + w 2 *2 + w 3 *s = n*x = |x| cos 2 j_(n,x) — d — 0 

implica que cos 4- (n, r; > 0 o sea 0 < (n, x) x/2. Es decir, n está dirigido desde el origen 

hacia S. Tal como lo indica Ia figura 2-11, la distancia dei origen a S es 


|P a (x)| = |n *x[/|n| = |n * x| = |d| = d 
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2.4. Deducir la ecuaciÓn de la esfera de radio r y centro en a. 

|x — a| = r o sea (x — a) * (x — a) = I a 

2.5. Sea a el vértice de un cono circular recto cuyo eje tiene Ia mkma dirección y el mkmn 
sentido que un vector unitário n, y cuyo semi-ángulo es 6 = cos -1 k, k > 0. Demos¬ 
trar que la ecuación dei cono es 

[(x - a) ■ n] B - fc*{x — a) • {x - a) = 0 

Tal como se ve en la figura 2-12, x está sobre el cono si y sólo si <(x- a, n) = a o sea (* — 8), 

es decir, sü 

jeos 4_(x — a, n}| = |cos «\ = k o sea |{x — a) ■ n| = k|x —a| 

o, también, elevando al cuadrado, [(x - a)*n] 2 = k 2 (x — a)• (x — a); de donde se deduce el resul¬ 

tado que se busca. 

2.6. Sean: (ui, u 2 , u 3 ) una base arbitraria en £ 3 , O un punto fijo de E 3 , y (x lf x 2 , x 3 ) las 
coordenadas de P, definidas como las componentes dei vector 

x = OP = *iUi + ague + # 3 u 3 

respecto de la base (ui, u 2 , u 3 ). Un sistema de coordenadas definido en esta forma 
se denomina un sistema de coordenadas afín. Demostrar que en un sistema affn de 
coordenadas el cuadrado de la distancia entre dos puntos P{x u x 2 , x%) y Q(yi, y%, y 3 ) 
viene dado por 

|PQ| a = 9n(%i — yí) i + gi2(xi~y l )(x2-yi) + g u (xi-yi)(x3 — yi) 

+ 02i(X2 — yt)(x i — 2/1) -l- gtz(x 2 —1/2) 2 + <723(22" 2/2) (*3 — y$) 

+ áf3i(*3 — ys)(xi — yi) + Ç 32 (x» — Vt){x% — 2/2) + 3 33(2:3 — y») % 

o, brevemente, |PQ| 2 = 2 2 0 «(*i-vO(*í-*j). ~ 1.2,3 

i i 

donde gij satisface las condiciona (a) ga = ? íf , (&) det (?y) > 0. 

|PQ| B = jQPj* = lOP-OQp = |x — y] 2 = <* - y) - (* - y) 

- [jS (*í “ Ví)“íJ * [2 (Kj - VjJiijJ = 2 2 (Uj? nj)(Ki — y,)(Xj - ifj) 

o sea |PQ! 2 “ 2 2 Fij(*í — Ví)(*j- Vj) donde (f) j = u í *u j( i, j = 1,2,3. 

Es evidente que (a) g;; = uí-uj = uj-uf = gy, i,j - 1, 2, 3. Aderoás, de acuerdo con el 
problema 1.58, 

* «2 «i'ua\ 

U a *U| U 2 *U 2 u 2 ■ u 3 ) = [u,u 2 u 3 ] 2 > 0 

«3*«I «s* u a » 3 'u 3 / 


CAP. 2] 


FUNCIONES VECTORIALES DE VARIABLE REAL 


35 


FUNCIONES 

2.7. Hacer una tabla de valores de los vectores x = í 2 ej, + (1 — í)e 2 , para valores enteros 
de t entre — 4 y 4, y hacer un gráfico de la curva que describen los puntos extremos de x. 


t 

X 

-4 

16«i + Se2 

—3 

9e x + 4e 2 

-2 

4cj ■ "H 3* 2 

- 1 

®i + 2e 2 

0 

e 2 

1 

•1 

2 

4e t - e 2 

3 

9ei - 2e 2 

4 

160] 3*2 



2.8. Sea f(t) = (1 + í 8 )ei + (2t ~ t*)* + te», g(É) = (1 + t a )ej + Pe t , h(t) = (2É - 1). Hallar, 

(а) ft(2)(f(l) + g(—1)), (5) |g(2)|, (c) f(a) • g(6), (d) f(í) x g(í), («) g{2a-&), (/)f(t 0 + Af)- 

f(to), (?) t(h(t)). 

(«) A(2)(1(1) + g(—D) = (3)[(2e, + e 2 + e 3 ) + (Se 2 - e B )] = 12e t + âe 3 

(б) |g(2)| = ifat + te,! = V89 

(e) f (a) • g(6) = [(1 + + (2a-a?)e 2 + ae 3 ] * [(1 + & 2 )ei + È 3 e 2 ] 

= (1 + a 3 )(l + 6 a ) + A*(2a - a 2 ) 

/e, (1 + i 3 ) (l + f 2 )\ 

(d) í(t> X g(t) = det «s (2t -1 2 ) t 3 

\e 3 t 0 / 

= -tkj + (í + ^Jeg + (t«+í4 — ts + t 2 — 2t)e 3 

(e) g(2a - 6) = (1 + (2a - ò) 2 ^ + (2a - 6)8« g 

</) Wz + M) - f(t 0 ) = [1 + (í 0 + At) 3 ]e! + [2(t 0 -I- At) - {t Q + Aí) 2 ]«2 

+ (to + At)e 3 — (1 + í*)e! — (2f 0 — í^)e 2 — (^3 
= (3ípit + 3t 0 Aí 2 + + (2At - 2t 0 Ai - At 2 )e a + Ate 3 

(?) f(A(t» = í(2t — 1) - (1 + (2í — l) 3 )e! + (2(2t — 1) — (2í — l) a )e 2 + (2t — l)e 3 
= (8t* - 12t® + 6t)ej + {—4t 2 + 8í — 3)e a + (2t - l)e 3 

2.9. Demostrar que la curva engendrada por el vector 

x = (—1 +sen2í cos 3í)ei + (2 +sen2ísen3t)ea + (—3 + COS 2í)ea 
está sobre la superficie de la esfera de radio 1 y centro en a = — ei + 2e 2 — 3e 3 . 
|x — a| = |(sen2í cos 3t)ej + (sen2t sen3t)e 2 + (cos 2t)e 3 [ 

— (sen 2 2t eos 2 3t +sen 2 2tsen 2 3t + cos 2 -2f) 1/2 = (sen 2 2t cos 2 2í) 1/2 = 1 
de donde se deduce el resultado que se busca. 

2.10. Demostrar que la curva engendrada por el vector 

x ~ (—2 + sent)ei + (í 2 + 2)es + (t* ” 1 + 2 sent)e 3 
está sobre el plano que pasa por a = e 2 + 2e 3 y es normal a N = 2ei + e 2 — e 3 . 

(x — a) • N = [(—2 + senfje! 4- (f 2 + l)e 2 + (t 2 — 3 + 2 sení)e 3 ] ■ [2e 2 + e i — e 3 j = 0 
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Se deduce, pues, que x pertenece al plano que pasa par a y es normal a N. 

2*11* Sean a = e L - 2e 2 + e 3 y b = 2©i - Se 2 + e 3 . (a) Demostrar que b pertenece a 
S 3 (a), (6) Hallar un 8 > 0 tal que S&{b) este contenido en S 3 (a), (c) Hallar tl y é 2 
tales que S«i(a) y Sí 2 (b) sean disjuntos. 

(a) Puesto que [b — aj = y/2 < 3, b es de S 3 (a), 

(5) Sea 6 ^ 3 — |b — a| - 3 — y/2. Si x pertenece a S&(b), i*e. ei |x. — b| < 5, entonces 

|x — a| = Jx “ b + b — a| — |x — b| + ]b ~ aj < & + V2 — 3 — V2 + >/2 — 3 

es decir jx — a} < 3, y x pertenece a S 3 (a)* Como quiera que cuatquier x perteneciente a 
S$(b) pertenece también a S 3 (a), Ss(b), está contenido en S 3 (a). Véase Ia figura 2-14, 



ô — 3 —V2 V2/2 

Fig/2-14 


(c) Sea ti = (2 — [b — a) = y/2/2; entonces Sé* (a) y S« 2 (b) son disjuntos* En efecto, si 
supusiéramos, al contrario, que y pertenece a S*i(a) y Se 2 (b); entonces iy — a| < y/2/2 
y !y - *>i < 3 / 2 / 2 . Pero, 

■/i - |b — a| = jb — y + y — a| — |y —b| + [y —a[ < •/2I2 + /212 
lo cual es imposible* Así, pues, S«i(a) y Se 2 (b) son disjuntos, 

2.12. Demostrar que los puntos P(t z , —t, 2 1) caen dentro de Si/ 3 (1, —X, 2) para todo t de 

®i/io(X). 

Si í pertenece & Si/m(l), entonces |t — 1[ < 1/10 o sea (f — 1)2 < 1/100. Además, 

(t+1) 2 = <(t — 1) + 2)* = (í — 1)* + 4(í — 1) + 4 

^ (t-1)* + 4|t-lj + 4 (1/100) 4 (4/10) + 4 * 5 

Ahora, bien, para este valor de í, la distancia entre P\t", — t, 2 1) y (1, —1,2) es 
[((2 — 1)2 + (“t+1)* + (2í — 2) 2 ] 1/2 = [(t + l)*(t - 1)* + (t —* 1)2 + 4(t— 

* [(5/100) + (1/100) + (4/100)]*/* -s i/^/Jõ < 1/3 
Así, pues, P cae dentro de Si/ 3 (1, — 1, 2) para todo ídeSj/io(l)* 

2.13. Hallar un S > 0 tal que los vectores x = í*ei — íe 2 + 2íe 3 están em Si/iootei — e 2 + 2e 3 ) 
para todo t de S s (l). 

Sea i = q - «2 + 2e 3 . Entonces, 

I* —*1 - '!«* —De, — (í — l)e 2 + (2í — 2)e 3 j 

* |«-l|!e I l + |t-llW + |2í-2|W * |t-l||i + l[ +'|í-l| + ílt-lj 

* -|t-ll(|t+l| + 8) = ' ]t~ll(|t-l + 2| + 3) ^ |í-li(tt-l| + 5) 

Supongamos ahora que [t ~ 1| < 1; entonces, |x — a| < |f — 1| 6 < 1/100 si [t — 1| < 1/600. De 
eete modo, si \t — 1[ < 1/600, es decir, si í pertenece a Sjíl), en donde 5 = 1/600, entonces, 
evidentemente, Jf — 1] <1 y 

|x —a| - |t-l|(|i-l| + 5) ^ |t — 1|6 < (1/600)6 = 1/100 
es decir, x está en £i/ioo( & )> que es lo que se buscaba. 
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LIMITES Y CONTINUIDAD 

2.14. Calcular el lim [(3í 3 + l)e t — í 3 e a + e 3 ]. 

lim [(3í* +1)6! - t*e 2 + e s ] = ^1 jm (3í* +1)) * - í 3 ) *, + (jim l) «s = ~ ®«s + •» 

2.15. Sean f(í) = (senf)ei + íe 3 y g(t) = (í 2 + l)®i + Encontrar (o) lim (f{í)-g(í)), 
(b) lim (f(í) X gCí)). 

t -+ 0 

(tt) lim (f(t) • g(t)) = ' lim *(*) * j™ 8( f ) 

W °- = lim ((sènt)e, + te 3 ) • lim ((t* + l)e 1 + e*«a) 

t-+0 t^+0 

= 0 • (e! + ejj) = 0 

(5) lim (f(í) X g(t)) = lim í(í) x lim g(t) 

= lim ((sènf)ei + te 3 ) X lim [(t* + l)ej + e*e a ] 

í-*0 

= 0X(e 1 -hc 2 ) - o 

2,16- Definir la funcidn f(t) — e i + (cgs t)e 2 en t = 0 de manera que f{í) sea continua 
en í = 0. * 

lim f(í) = lína 

e-+o t -♦'O 

De este modo, si, por definicidn, f(0) = ei + e 2 , entonces lim f(f) = f(0) y f(í) será continua 

i t-t 0 

en í = 0* 

2.17. Demostrar que si f(í), g(t) y h(f) son continuas en í 0 , entonces [f(í) g(t) h(í)l es con¬ 
tinua en ín. 

Por la hipótesis, lim f(t) = f(to), lim g(f) = g(*e). y Hm h(í) = h(ío). Del ejeraplo 2.15 se 
deduce que ‘"‘o 

lim [f(í) g(t) h(t)] = (f(t 0 ) g(t 0 ) h(ío)] 

t-*t 0 

Y, en consecuencia, [f(í) .g(t) h(t)] es continua en ío- 

2.18. Utilizando la definición de limite, demostrar que 

lim {í 2 ei + (í + l)e2) = ei + 2ea 

t-i 

Sea f(t) = í*ei + (í + l)e 2 y L = «i + 2e 2 , y consideremos que 
|f(t) — L] = |(t 2 — l)e, + (t — l)e 2 | - l^-llled + [* —1| l*al 

|í-l[ |í + 1| + ]t-l| * ji — 1| ([é — 1] + 2 + 1) - [t-l](|t-l| + 3) 

Si tomamos |í - 1| < 1, se concluye, además, que 

[f(t) — L| — [t — 1[ 4 < e si |t-l| < e/4 

Así, pues, el dar un e > 0, arbitrário, nos Ilevó a escoger un S = min (1, í/4). Entonces, si |í — 1] <8, 
es decir, si t pertenece a S 5 (l), se tiene jf — l] < 1 y [í — H < í/ 4; y, para estos valores de t, 

]f(í)-L| ^ |t — 1](|t — 1| + 3) = |t— 1|4 < * 

es decir, f(í) pertenece a S t(L), que era'lo que deseábamos demostrar. 

2.19. Si f(í) es acotada en í„ y g(í) 0 cuando í -> t 0 , demostrar que f(í) X g(í) -> 0 cuando 
t —> to* 

Sea un í> 0 arbitrariamente dado. Puesto que f(í) es acotada en íq> existen un M > 0 y un 
8! > 0 tales que |f(í)l ^ M para todo 0 < |í - í 0 t < ^ Por otra P arte * como q uíera «W 0 
cuando f —» fo, existe un S 2 >0 tal que ]g(í)[ < e/M para 0 < jf — íol < Escojamos ahora un 
6 - min (Z\ > S 2 ); entonces, para 0 < [t — Co| < &, tonemos 0 < jf — fo[ < Si y 0 < [f — f 0 l < 3 2 * Y, 
en consecuencia, 

!f(f) X g(t) - 0j - lf(t)Xg(t)j - ]f{f)| |g(f)l lsen4(f,g)l - jf(f)||g(f)l < M{t/m - í 


/ sent 

V * 


-I- (coBt)e 2 


■ - 


«1 + *2 
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De esta suerte, f(f) X g(í) 0 cuando í -> f 0 . 

2.20. Si f(í) -» L y g(í) -* M cuando demostrar que f(í) x g(í) -> L x M cuando 

t —» Íq. 

Sea, ahora, un *> 0 arbitrariamente dado. Puesto que g(í)-»M cuando í-»í 0 , existe un 
Si > O tal que |g(f) — M| < */( 2 |L|) para 0 < |t — fj| < S^. Además, g(í) es acotada en (5 y, 
de este modo, existen un S 2 > 0 y un K > 0 tales que [g(t)| < K para 0 < [f - í 0 | < S 2 . Por 

último, puesto que t(t) -* L cuando existe un S 3 >0 tal que |f(í) - L[ < t /2K siempre que 

0 < |í - íol < 83 - Entonces, si O < \t - # 0 | < È = min f®i, S 2 , S 3 ), tenemos que 0 < \t - í 0 j < * 1( 

0 < Jí — ftol <62 y 0 < |í — í#| < í 3 , y, de este modo. 


DERIVACION 

Sei 

(d) 


|(f x g) ~ (L X M)| ^ jf-L| |g| -f |L| |g- M| < (t/2K)(K) + |L |( e /2 |L|) = * 

du 


dt 2 


2.21. Seau- aícoaíje! + o(sení)e 2 -|-iíe 3j a,b * 0. Hallar: (o) ( b) 

d a u 


dt 


* {C) dt 2 ' 


( a ) ^ — ^a(cosÉ)e! 4- j^a{sent)e 2 4 ^{&í)e a = —a(sení)e t 4 ot(cosí)e 2 4 òe^ 


w 

to 

(d) 


du 

dt 

dhi 


(a 2 sen 2 t 4 a 2 cos 2 1 4 ft 2 ) 1 ' 2 - (a 2 4 b 2 ) 1 '* 


A 

dt 


cPu I 


(^t) ~ a í senÉ )) c i + j£a(cosf)e 2 4 " ^a{eost)e t — a(sení)e 2 


dt 2 } 


= (a 2 cos 2 í 4 a? sen? t) 1/2 — ]a| 


2*22. Hallar la ecuaci<5n de la recta que es tangente 
en t = 1 a la curva engendrada por x = 
íci + í 2 e 2 + 

El vector tangente a la curva en el punto x viene 
expresado por dx/dt = e t + 2 íe 2 4 3t*e 3 . Si y desig¬ 
na un punto cualquiera de la recta tangente, enton- 
ces la ecuación de ésta (véase la figura 2-15) viene 
a ser: 

(y-x) = osea y = fc^ + x, -»<*<» 


dx/dt 



Fig. 2-15 


En t - 1 , x - e\ + 62 4* ©3 y dx/dt - ©j. 4 2e 2 4- 3e 3 . Por tanto, la ecuación de la tangente a 
la curva en t - 1 es 


o sea. 


y — fc(ei 4 2e 3 4 Seg) 4 (e x 4 e 2 4 e^), —« < k < * 

y = (íf 4 !)«! 4 (2 k 4 l)e 2 4 (3 k 4 l)e 3í —« < fc < « 


2,23. Si u — (3í a + l)ei + (sen í)e 2 y v = (cosf)ei + e ( e 3 , hallar: 

(®) ^( u * v )> ( b ) ^(«xv), (c) ~|u' 


{a) á íu * v) = tt, S + ff* v 




dt '—« ^ dt' 

— ((3f 2 + l)e l 4 (sent)e 2 ) - {-(sent)*! 4 c ( e 3 ) 

4 (6íej 4 {cos t)e 2 ) * ({cos t)e x 4 
= -(Sí*41) sent 4 6t cos t 


w dv 

, du 




uX dí 

4 -j— x v 
dt 




h 

3t 2 4 1 

— sent\ 

/ 6i 

6 Í 

detí e 2 

sent 

0 

+ det e 2 

cos t 

\« 3 

0 

■* / 

\e 3 

0 


0 

e* 


— (sent)^ — ( 3 í 2 4 4 (sen 2 t)e 3 4 {cos í)^ — - (cos 2 t)e 3 

= {sent 4 cos t)^ - (3t 2 4 6 t 4 1)^ 4 (sen 2 1 - cos 2 t)e 3 
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Otro método: 

oXv - 


á (HXV) 



= (sent)**©! — (3É 2 41)e*e 2 — (sent cos t)e 3 


[(sent)e f 4 (cos t)e f ]ei — [(3t 2 4 l)e* 4 6te É ]e a — [— sen 2 1 4 coa 2 t]e^ 
(sent 4 coa — (3t 2 +6t 4 4 (sen? t — cos 2 1)©3 


(c) f t \u\ - £ t (u*uW 2 = |(u*u)“ 1/2 ^(u*u) - i(u*u) 1/2 2^u - (u/|u|) 

= f(3t 2 4 1)*! 4 (flent^J/Kat 2 4 l) 2 4 sen? t}'** * {6^ 4 (cos i )«*) 

= (ISt 3 4 6t 4 sent cos t)/[(3t 2 4 l) a 4 sen? t] 1/a 


2.24* Sean u = (senf)e! + 2í 2 e 2 + íe 3j (t > 0), y í = log 0. Hallar du/dfc, (a) como fun- 
cidn de 6, ( b) como funcidn de t. 

^ ^ = ^ ^ = ^ C0S ^ + 4te * + Remplaxando por t, 

dufde ■- (l/í)((cos Ioga)©! 4 4(log0)e 2 4 e 3 ) 

Otro método: 

Sustituyendo por í, se tiene: u = {sen log G)ei 4 2 (log 2 8)©2 4 (log 6 ) 03 . De donde, 
dufd$ = {eoslogffMl/íJei 4 4(log tf)(l/s)ea 4 (l/*)e 3 
= (l/a)((cos logíjej 4 4(log0)©£ 4 e 3 ) 

(6) £ = = (( cosí )*i + 4íe a + *aHl/í) . = e -, ((cos t)ei + 4te a + e a ) 

Otro método: 

Como es 0 = e*, dü/dt = et Y de aqui, 

® = tf -1/1 = +*-.+•.) 


2.25. Utilizar la definicitín de derivada para demostreir que: 

(a) Si f(í) = a, a = constante, entonces f' (í) = 0. 

(b) Si f(í) = aA(t), a = constante, entonces f'(f) = a h'(t). 


M m _ u„ + = ,i„ !L^ 

1 ; w At Àt-*Ü Af 


= lim 0 = 0 


W r (t) 


i; m *(« + AQ-Kt) _ . linl aA(t 4 At) — aft(t) 


At-*0 


At 


Aí-+0 


At 


= lim . lim *« + ">-* . «* - .» 
■ - ^ - At 


At-* 0 At-* O 


/(í) 


2.26. Demostrar el teorema 2.6, a saber; Si f(t) es derivable en í 0 , entonces f(t) es continua 
en to* 

Consideremos que 


lim [f{í)-f(t 0 )S 




y, de este modo, f(t) es continua en to- 


0 
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2.27. SI u y v son funciones derívables respecto de í, demostrar que 

riu dv 
dt dt 


d . . du . dv 

5í(u + v) = -ZT + 


Escribamos w(í) = u(í) + v(í). Entonces, 

i(« + v) = § = lim ^ + At) -w(t) 
dt at At-+D At 

— lim + At) + v(£ + At) — u(t) — v(t) 

At-*Q At 

= Mm n(« + «)-uW + i im v(í + At) -v(t) 

At -* 0 At At-*Q At 


du r dv 
dt dt 


2,28. Si u y v son funciones derívables respecto de f, demostrar que 

d . . , du„ 

l(° Xv ) = ux dt + dí Xv ' 


Hagamoa »(í) = u(í) Xv(í), Entonces, 

jW) = § = lim A« + a0-w(0 

dt At-*0 At 


= Hm 4 At) x vfo 4 At) — u(t) X v{t) 

At*+0 Aí 

= Iim u(t + At) X (v(t + At) - v(í» (u(í + At) - u(t)) X v(t) ~| 

«-0 L Aí Aí J 

= lim u(t 4- Aí) x lim V(t + A ^~ v(f) + lim "(* + «)-»(«) x lim v(í) 

At-* O At-+0 Aí At-*0 Aí At^O y 1 


_ _ dv . du _ 

- ux di + -di xv 

en donde utilizamos el hecho de que u(í) es continua por ser derivable. Entonces lim u(t + Aí) = u(í) 

^ Q 

y v(í) es independiente de Aí; de donde» resulta que lim v{í) — v(í), Otró método consiste en 
hallar uyv en función de una base y hacer Ia derivada respecto de las componentes, 

2.29. Demostrar que la función u — a cos kt + b sen kt, a, b = constante, es una solu- 
cidn de la ecuación d 2 u/dt 2 = — A 2 u. 

d d 

du/dt = a^eosftí + bj^senfeí = -a/c senkt + b/c cos/cí 
d*u/di a = — ak 2 cos kt — bfc a senfct — —k-(& cos kt + b sen Ari) = —khi 


.30. Demostrar que u • ^jr = |u| , 


!(«■«•) = ||u| a , 


du , du 
" di + di' a 


= «iif 1 . 


o *i 


— - iu!^ 
dt iu| dt 


.31. Si f(í) es derivable en ío, demostrar que 

' f(ío + AÍ) = f(í„) + -f'(ío)At + R(Í„,AÍ) 

de donde (R(to, AÍ)/At) •* 0 as At ■* 0. 

Definamos * = f(t 0 + Aí) - f{i 0 ) ~ f'(t 0 )ií. Entonces, 

Jm R/Aí - = hm o [1(4 + Aí) - f(t 0 ) - f'(í 9 ) Aí]/Aí 
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- lim r. 

At-*0 |_ 


í(í 0 + AÍ)-f(ío) 


Aí 


- f'(f 0 )] = *'(4) - í'(í 0 ) = o 


que era lo que queríamos demostrar. 


2.32. Demostrar el recíproco dei problema 2.31, a saber: Si existe una funcidn lineal a Aí de 
Aí, tal que f(í 0 + Aí). = f(í 0 ) + a Aí + R, siendo lim R/Aí = 0, entonces, f(í) 
es derivable en t 0 , y a. — f'(í 0 ). ‘ 

lim a + lim R/A t = a 

AWO AÍ-+0 


EL TEOREMA DE TAYLOR Y LAS FUNCIONES ANALÍTICAS 
2-33, Demostrar que 

(sení)ei 4 (í 2 4 l)e 2 — ei + í(ir 2 + 4)e 2 + * e 2 (t — n/2) 

4 £(—■ei 4 3e£)(í tt/ 2) 2 4- o[(t — x/2) 2 ] 

Hallamos los tres primeros términos dei desarrollo en serie de Taylor de la función f(í) = 
(sení)e L + (í2 -|- l)e 2í alrededor de t = x/2, O sea: 

f(í) = (sení)®! + {i 2 + l)e 2 !(jt/2) = ^ + J{ir 3 4 4)e 2 

f(í) = coste 1 + 2íe 2 f ; (^/ 2 ) — 

f"(í) = -sen te t + 2e 2 t"(ir/ 2) - -e t + 2e 2 

Así, pues, (sení)ei + {í 2 + l)e 2 = e t + ^(ít 2 + 4)e 2 + — n-/2) + ^(“Cj + 2e 2 )(í — x/2) 2 + R 

en donde, lim R/(t —sr/2) 2 = 0, 

t-*lr/2 

2.34. Demostrar que en t = 0: (a) ío(í 2 ) = oíí 3 ), {b) o{í 2 ) + o(í 3 ) = o(í 2 ), (c) o(í ! ) • o(í 3 ) = o(t 5 ). 

(а) lim ío(t 2 )/t* = lim (t/í)(o(t 2 )/í 2 ) = lim e(í 2 )/t 2 = 0 

wo t_*0 t-*0 

(б) lim (o(í 2 ) + o(í 3 ))/í 2 = Hm o(í 2 )/í? + lim t(o(ts)/t*) - 0 

t-*0 í-*0 t~* 0 

(c) lim o(£ 2 ) - ofí 3 }/^ “ lim o{í 2 )/£ 2 lim ofí 3 )/^ = 0 


lim 
a t~+o 


f(í 0 + AÉ)-f(t 0 ) 


= lim 

At-*0 


a Aí 4 R 


At a74o At 

Y, por tanto, f(/) es derivable en £ 0 y L (^o) — 


2,33. Si f(í) es de clase C m en I, demuéstrese que 

f(i) = f(4) + ^I(í-ío) + f {t ~ to ) m ~ 1 + 0 [(í - ío)"] 

Según el teorema de Taylor, 

f'(íd) í t,n_1) (ío) f Cm) (í 0 ) 

«0 = + -Y-ít-h) 4 4 + 4 o[(í-í 0 )m] 

Y, en consecuencia, basta demostrar que 

í< m M*o> 

— (t - ío) m + *[(t - ío) m ] = 0[(í - í 0 ) m j 


Pero, 


De donde 
mostrar. 


lim { 

t-ta [ 


rf^Mío) 


(t-í 0 )™ 4 o[(f-t a ) m ) 


i]/(< - «■} 


[- 


f»(ío) . f m (í 0 ) 

= + lim o[(t— i 0 )™]/(í — *o) m = 


w! 


^(ío) 


mi 


V-t 0 )” 4 o[(i-í 0 )*] 


Jy^(í Íq 


,)"* es acotada, que era lo que se queria de- 
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2.36. Si f(í) = o(g(í)) en í 0j demostrar que f{í) *» 0(g(t)) en í 0 . 

Puesto que f(£) « o (£(£)), f(f)/g(t)—>0 cuando £-*£ 0 * De donde, segtfn ei teorema 2*2, 
f(£) es acotada en Y, de este modo, f(£) - Q(g(t)) en £q. 


2.37. Si fi(f) = o(gi(t)) y f 2 (í) = 0(g 2 (í)) en U, demostrar que 

fi(t) x f 2 (í) = o(3i(t)0s(í)) en to 

o, como también puede decirse, o(gi(f)) X 0(gi(t)) = o(gi{í)g 2 (f)). 


Puesto que fj(t) fgi (f) —> 0 y f 2 (í) fg2 (í) es acotada en í, = to, dei problema 2.19 se deduce que 

f,(t) Xf a (t) _ Mi) *2<í) 

ffi (í)ffa(í) ffi(t) 02ÍO 

De donde, fi(t) X f a (t) = o(Pi(i)p a (t)). 


2.38. Si |&(f)| — |g 2 (í)|, en algún 5;(ío), demostrar que, en to, es 

o(ffi(t)) + o(3*(t)) = o(fir 2 (í)) 

Consideremos: 


o(?l(í)) + 0(p a (t)) 

t 

o(ffi(t)) 

* 

0(p 2 (t)) 1 


oCffi(O) 

4 

®(y 2 (t)) 

Fs(0 


ffiit) 


í*(t) 1 


ffi(t) 

0i(t) 


en donde, utilizamos |gi(í)| £ |g 2 (f)j y, así, 


! o(£*i(t)) j 


o(ffi(t)) 

1 í*(t) 1 


9 \(*) 


Puesto que o (g £ (t)) ígi (í) -» 0 


y °(Í 2 ( 0 ) lii (t) —» 0, para un entorno suficientemente pequeno de to, entonces 


o(Pi(0) 


para un « > 0 arbitrário. De donde, 
o(Pj(t)) + o(p 2 (t)) 


< í/2 y 
o(pt(í)) + o(p 2 (f))! 


®(g 2 (í)) 


< í/2 


P 2 (S) 

< í y, de ese modo, 


ffi (*) 


0%(t) 

0 o sea, ©(Pd*)) + o(p a (í)) 


o(p 2 (t)) 


Problemas propuestos 

2,39* Hallar la ecuación deí plano que pasa por A(l, 0 , — 1 ), B(0> 0,1), C( — 1, — 1, 0), 

Resp. 2xj — 3x2 4 *3 = 1 

2.40. Hallar la ecuación dei plano que pasa por A(i f — 1 , 0 ) y es normal a la recta = — k 4 1, x 2 = 
h 4 1 , x 3 = 3* Resp. x\ - X 2 ™ 2 

2.41. Hallar la ecuación de la recta de intersección de los planos 3xj — 2x% 4 x 3 = 5 y 2*i 4- 3x 2 — = 

— 1 * Resp. xi = —h 4- 1, £2 - SA — 1, x 3 = 13&, ( — « < A < 00 ) 

2.42. Demostrar que la ecuación de la recta que pasa por a y es normal al plano x*n ** d, \n[ ^ 0 , es 

x b An + a, -oo < A < oç. 

2.43. Demostrar que la ecuación de la rectaque pasa pôr a y es ortogonal a cy d, c X d ^ 0, es x = 
A(c X d) + a* 

2*44, Hallar Ia ecuación dei cono que tiene el vértice en ei punto A(0 t 1,1), el eje es paralelo al eje Xj y el 
semi-ángulo dei vértice es 6 = 60°. Resp, 3xj — (X 2 — 1)2 — (x% — 1)2 =0 
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FUNCIONES VECTORIALES DE VARIABLE REAL 


2.45* Calcular los vectores x = (tf 4 l)ei + (1 - para valores enteros de t pertenecientes al inter¬ 
valo —4 ^ t < 4, y dibujarlos, 

2*46. Sean: f(£) = (i t 2 4 l) ei 4 £3e 3 y g(í) = (sen£)ei - (cosí)e 2 , Hallar: (a) t(a + b) t (6) g (t -f A£), 
(c) f{sen £) X g(£* 4 1}* 

Resp. (a) (a 2 + 2ab + ò 2 + l)ei 4- (a 3 4 3 a£b 4 3& 2 a 4 
(6) sen(t 4 AtJej — coa (t 4 At)e2 

(c) (cos{^41)aen 2 t)e 1 4 (sèn(í? 4 1) sen? t)^ - (cos (t 2 4 1)(1 4sen 2 t))e 3 

2.47, Si a - 2e L — e 2 4 «3 y b = Gi 4 e 2 4 e 3í demostrar que b pertenece a S 4 (a) y bailar un S > 0 
tal que S$(b) esté contenido en S 4 (a). 

2.48. Calcular lim l(t* + ljej + e'e a + [(i a - l)/(t + l)!« s ]. R&P- ^ 

t**~ I 

2*49. Determinar los valores de t para los cuales f(f) — [(t 3 4 1 ) /(f 2 — 1)]©i 4 (taní)e 2 es discontinua. 
Resp. t = 1, -1,4* ± nx, n = 0,1, 2 ,... 

2.50. Sean: f(t) = (f2 — l)e 2 + (cosf)i a y g(t) = (sent)ei + e<ea. Hallar: (a) lim (f(t).g(í)), íb) hni 
(f(t) X g(t)). Resp. (o) -1, (6) -«i 

2.51. Si f(í), g(í) y h(t) son continuas en I, demostrar que f(í) X (g(0 X h(t)) es continua en I. 

2.52. Si u = (ti + l)ei - íe<e 3 + (l,og t)e 3 , f > 0, hallar: (o) rfu/rft, (6) dau/dtt. 

Resp. (a) 2íei — (< ++ (l/t)e 3 , (b) 2e t — (t + 2)e*e a — (l/í 2 )e s 

2.53. Hallar Ia ecuación de Ia recta tangente en t = 1, a la curva que describe el vector x '= (í* - 2 ) e i + 

(f + 3)e a + (ü + 4í + l)ej. Resp. x = {2ft — l)e t + (k + 4)e a + (8fe + 6)e Sj -» < fe < « 

d d 

2.64. Si u - (2 + í)e 2 + (logf)e 3 y v = (senf)ei - (coa t)e 2 , í> 0, hallar: (o) (6) (“ x 

Resp. (út) (2 4 t) sen t — cos t 

(b) [(l/t) coa í - log í sent]e £ + [(l/t) sent + logt cos ffo - [{2 + t) coa t + sen t]e s 

2.55. Dados u = + 2(senf)e 2 + &* + De 3 y í - 8* + 2, f > 2. Hallar: du/d« y d^u/dr- como 

funciones de t 

Resp. da/ds = 2(t - 2) 1/í (e t e 1 + 2(coa t)ej + EtCs) 

<Pn/de 2 = (4t - 6)6*6! + [4 cos f - (8í -16) sent]ea + (12t- 16)e s 

d { dv du \ (Pu 

2.56. Demostrar que: ^ \* * ãt ~ dt * v / “ u 'dfi~W v ' 

2.57. Hallar los tres primeros términos dei desarrollo en serie de Taylor de f(i) = (cos í)ei + (ft + 2í + l)e 2 

en torno a í - 0. Resp. (e! + e 2 ) + 2e a t — e!t s /2 + t í e a 

2.58. Utilizando la definicidn de derivada (según eí proceso de la À), demostrar que i 

^[(t* + l)a, + (l/(t + 1))«* + •»] = 2te t — (l/(t + l)®)e 2 

d . v _ dv , du 

2.59. Si u y v son funciones de t, derivables, demostrar que * v) — u * ^ 4 ^ * v- 

2-60. Hallar todas las u tales que du/dí = (3f£ 4 l)«i 4 Í3e 2 — (sen í)«3’ 

Resp , u “ (i» +tH-Cj)®! 4 (t 4 /4 4C 2 )e 2 + (cos t4Ca)e 3 

2.61. Hallar todas las u tales que d2u/d# - aí2 + bí 4 c, a, b, c - constantes. 

Resp. a = ^af 4 + i^i 3 4 £cí 3 4 Cit 4 C2 

2*62. Demostrar que u X du/dt - 0, si y sdlo si u tiene dírección constante* 

2.63, Demostrar que (tan2£)ei 4 (2£3 4 £ 4 )e 2 — 0(í 2 ) en t — 0* 

Suponiendo que f(í) sea analítica en t — £0 y que 

f'(í 0 ) = 0 t Í"(ts) = 0 F .. * t f ínJ (í 0 ) = 0, f<* + l >(t 0 ) ^ 0 


2.64. 
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{CAR 2 


Demostrar que f( rt+ i>(£ Q ) representa un vector tangente a la curva x = t(t) en f(í 0 ). 
r e -n/t)* ^ o 

2*65; Si 1(0 — Á , demostrar que f( n )(G) - 0 para todo n , 

LO para t = 0 

2*66. Demostrar que íos vectores x = (ta «4- l)ei + (í + l)ea — te% estáu en Si/io(5ei -f Sea — 2e 3 ) 
para todo t de Si/loo(2L 

2.67. Si lim +/s(í)e 2 "h/jWGs] ~ + ^2^2 + ^3 e 3» demostrar que 

t** í<> 

lim fi(t) = L u i — 1,2,3. 

t^+tn 


2.68. Si f(í) —> L y g(£) —*M cuando t to, demostrar que f(í)-g(t) —>’L-M cuando t—>to* 

2.69. Demostrar que [a£2 -f o(í3)]*[bí -f o (£2)] = a*b£3 + o (£4), a, b, = constantes. 

2.70. Demostrar que g(t) — 0(g(t )). 


2.71. Demostrar que o(gi(f))*Oí£ 2 (t)) “ o(gj(f)ga(f)). 

2.72. Demostrar que OfeiíO) X Ofgs(£)) = 0(g\(t)g2{t)). 

2.73. Si f(í) —^f(ío) cuando t-> £q, y A(e) —> £q cuando 6 —> &o, demostrar que f(&(8)) —> ffo) cuando 0 

Demostrar la regia dé la cadena, a saber: Si u = f(£) y t = A{6) son funciones de fy 8, derivables, 

, ^ du du dt 

entonces 


2.74. 


Capítulo 3 


Concepto de curva 


REPRESENTACIONES REGULARES 


Se Hftnft mina representación paramétrica regular a una función vectorial 

x ss x(t), í 6Í í^) 

de t en un intervalo /, la cual goza de las siguientes propiedadcs. 

(i) x(í) es de clase C 1 en I 

(ii) x' (í) 0 para todo t de / 


La variable t se llama parâmetro de la representación. 

Si en E 3 se escoge una base, la ecuación x = x(í) equivale a las tres ecuaciones escalares 
siguientes: 

Xi = Xi{t), *2 = Xí(t), x 3 = x s (t), ' te/ {?■*) 

que son las componentes de x = x(t) respecto de Ias bases. Es evidente que x = x(í) es una 
representación paramétrica regular si y sólo si cada una de las Xi(t) pertenece a la clase C y 
si para todo t de I t al menos una de las x\ (í) ^ 0. 


Ejemplo 3.1. 

La función x = (í + 1)^1 + < t < * 

es una representación paramétrica regular, pues tf = e x + ^ w continua y tf H 0, para todo L La ima- 
gen de ta función es la parábola que se muestra en la figura 3-1* 




Ejemplo 3.2* a t 

En la figura 3-2 se muestra el gráfico de la ecuación r = 2 cos 0 - 1, 0 < 8 ^ 2 w, en coordenadas poda¬ 
res* Las coordenadas rectangulares y las polares se relacionan mediante las ecuaciones:. *i -r cos , *2 
sen 8, Al sustituir la r, se obtiene la representación 

= (cos tf)(2 cos $ 1), «2 - (sen*}(2 cose - 1), 0 - e ^ 2ir 

0 x - (cos e)(2 cos e - l)Ci 4- (sentf)(2 cos $ - l)e 2 
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Esta representación es regular porque 

x' = [-"4 sení cosí + sení]ej + {2 cos a í — 2sen 2 í — cosí]e 2 

es continua, y haciendo el cálculo se ve que |x'| = 4 cos ft ^ 0 para cualquier valor de 0 y, portanto, 

x' 0 para todo valor de 9* 


Una representación paramétrica regular x - x(£), definida en // puede poseer puntos 
múltiples, es decir, pueden existir en I valores t v ^ t z para los cuales xft) « x(f 2 )* Sin embar¬ 
go, localmente no ocurrirá tal cosa* Por ello, en el problema 3*7 demostraremos el 

Teorema 3J. Si x = x(í) es una representación paramétrica regular definida en I, enton- 
ces para todo í® de I existe un entorno de f® en el cual x{£) es inyectiva* 

Ejemplo 3.3* 

La funciòn x = a (coa fl)ej + a (sen 0 )e 2 , a ^ 0 , (** <<)<«) es una representación regular de la 
circunferência de radio igual a [a\ y centro en el origen, pues dx/dQ = -a (sen ti)e x + a (coa fl )«2 ©e continua 
para todo valor de 6 y 

\ãxjds\ — j—oísení)©! + a(cosí)e 2 | = |a] ^ 0 

Obsérvese que cada uno de los puntos de esta representación es un punto múltiple, pues para cualquier valor 
de 6 ®, es 

a cos (í® + 2w)e l + a sen(í 0 + 2ir)e a = o^cosío)©! + a(sení 0 )ea 

Sin embargo, si la restringimos al intervalo 6 ® -£x < 9 < 0 O por ejemplo, la funciòn X - o(eosB)ei + 
a{senS)e 2 es inyectiva. 


Ejemplo 3*4* 
La funciòn 


r o, sí t < o 

*1 = X 2 = < < t < CO 

L í 2 sen X/t, si t > 0 


que se representa en la figura 3-3 posee derivadas con¬ 
tinuas para todo valor de f; sin embargo, en í * 0 , 
dxi/dt = dx 2 /dt - 0 y, por tanto, no es una represen- 
taciòn regular* Obsérvese que esta funciòn tiene puntos 
múltiples en todo entorno de t =* 0 * En efecto, conside¬ 
remos un i >0 arbitrário* Y escojamos un entero 
JV > 0 de modo que l/2xiV < &, y consideremos 
t x — — (1/2%N) y Í 2 — + (X/2xN) r Es evidente que 
—S < 1 1 < £3 <5; además, 

*i(íi) = 1/4*W*, = * t {t£ 

*a(*i) = 0 = (1/4**AP) aen2*JV = x^t 2 ) 

Y, de esta forma, tenemos un punto múltiple en 
-3 < t < 



Fig. 3-3 


* 


CURVAS REGULARES 

Se dice que una funcicín numérica en el campo real t = í(0) en un intervalo 7 0 eS un cam¬ 
bio admisible de parâmetro, si 

(i) í(fl) es de clase C 1 en U, (ii) dt/dò 0 para todo 6 en h 

Obsérvese que si t = f(0) representa un cambio admisible de parâmetro en 1%, entonces 
di/d% es continua y dt/di ^ 0. Y, en consecuencia, o dt/dü > 0 en 7 0} en cuyo caso í(8) es 
una funciòn "suave” creciente, o, bien, es dt/d% < 0 en 7« y i(0), y en ese caso la funciòn 
“suave” es decreciente. Todo lo anterior nos permite demostrar (véase el problema 3.13) el 
siguiente ' 
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Teorema 3.2. Si í » í(ft) representa un cambio admisible de parâmetro en 7 0í entonces 

(i) t — f(0) es una aplicaciòn inyectiva de 7 0 en un intervalo l t = í(7 0 ). 

(ii) ' La funciòn inversa 0 = 6(í) es, a su vez, un cambio admisible de parâ¬ 

metro en 7(. 


Ejemplo 3*5* 

(a) La funciòn t = (b - a)a + a r 0 < & ^ 1, a < b, representa un cambio admisible de parâmetro que 
trasforma el intervalo 0 ^ 9 ^ 1 en el o — t ^ b- La inversa, 0 — (t d) /{b ct), es, también, 
un cambio admisible de parâmetro que hace pasar dei intervalo a ^ t ^ b al 0 — 6 — 


( 6 ) La funciòn t - tan (* 0 / 2 ), 0 ^ 0 < 1 , es un cambio admisible de parâmetro el cual lleva dei inter¬ 
valo 0 < 9 < 1 al Ú < t < «* La inversa es B *= ( 2 /tc) Tan - 1 í que cambia 0 <f<» 6 nO<ft<L 

Se dice que una representación paramétrica regular x = x(f), t G I tt es equivalente a 
una representación paramétrica regular x = x*(6), 6 £ íe, si existe un cambio admisible de 
parâmetro t = í(ô) en Je, tal que 

ti) *(/,) - /„ (ü) *m) = 

Eh el problema 3,14 se demostrará que las condiciones anteriores definen una relación de 
equivalência sobre el conjunto de Ias representaciones regulares* De esta suerte, definimos 
utia curva regular diciendo que es una clase de equivalência de las representaciones paramétricas 
regulares , 

Obsérvese que una representación x = x(t) determina unicamente una curva C que 
consta de todas las representaciones que se relacionan con ella mediante un cambio admisible 
de parâmetro* Por esto, podemos decir: “la curva C dada por x — x(f) Sin embargo, 
puede ocurrir que alguna propiedad de x — x{í) no sea necesariamente una propiedad de la 
curva* Cualquier propiedad de la curva debe ser comtín a todas las representaciones, o, como 
suele decirse, es 4 ‘independiente dei parâmetro^* 


Ejemplo 3 * 6 * 

Supongamos que en la representación dei ejemplo 3 . 2 , 

x = (cos í )(2 cos $ — 1 )«! + (sen í }(2 cos í — l)e 2 , 0 - í - 2 tt 

se introduzca el cambio admisible de variable representado por O^í + l, — 1 — í ^ 2 tu — 1 * Así se obtie- 
ne la siguiente representación paramétrica equivalente: 

x = [cos(í + l)][2cos(í + l)-l]e t + [sen{t+ 1)][2 cos (í + 1) - 1]^, ■ -1^ t ^ 2* ~ 1 

Guando t crece dentro dei intervalo —entonces 6 = t + 1 crece euavemente dentro de 
0 ^ fi < 2 x, y la ecuaciòn trasformada describe el mismo conjunto de puntos en Ia misma direcciòn de la 
anterior, tal como se muestra en Ia figura 3-4(o), Si introducimos el cambio admisible en el parâmetro 8 » 
— 2 * < t < 0 , podemos obtener la representación equivalente siguiente; 

X - (cost)(2 cosí — 1)©! — (sent)(2 cos t — lje^ —2ir — É — 0 


En este caso, cuando t crece dentro dei intervalo ^ t < 0 , entonces fl = —£ decrece dentro de. Inter¬ 

valo 0 < e < 2 * y el conjunto de puntos resulta descrito en el sentido opuesto dei anterior, como se muestra 
en la figura 3-4 (b). De esta suerte, el sentido en que se describe una curva es una propiedad de la representa¬ 
ción y no de la curva en sí misma. Si introducimos el cambio de parâmetro definido por 

t, para 0 — fc — W3 


í = $(t) 


+ — t + 2 ir, para W3 < t < 6*73 
t, para 5 tt/3 — £ — 2tt 


que, según se observa, no es un cambio admisible de parâmetro, la ecuaciòn trasformada 

x — [cos í (£)](2 cos í(£) — lje* -f [sentf (£)](2 cos í(£) — l)e 2 , 0 — t — 2v 

describe el mismo conjunto de puntos, pero en el sentido que muestra la figura 3-4(c). Deacuerdo con nuestra 
definición, esta curva no es la misma que Ia anterior, Así, pues, una curva deberá considerarse no simple- 
mente como un conjunto de puntos de E$, sino como un mòtodo general que sirve para repasar el conjunto 
de puntos que se especifican mediante una colección de representaciones paramétricas equivalentes* 
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(a) 



( 6 ) 

Fig. 3-4 
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0 

(C) 


Ejemplo 3.7. 

Un ejemplo importante de una curva espacial es la hélice circular dada por 

x = Ét(cosí)e! + a(senÉ)e 2 + ^ 0, — <* < t < * 

o x 1 = a cos t, x 2 = a&ent, x 3 = bt, a t b^0, —«<£<« 

y que se^muestra en la figura 3-5, La curva se halla sobre ei cilindro circular de radio \a\: x\ = a cos t, x 2 ^ 
a sen t, — » < x$ < <»* La ecuacidn x$ — òt <( hace mover" los puntos de la curva con movímiento uni¬ 
forme en la direçciúrt y sentido de * 3 - Cuando í crece en 2*, entonces x* y x 2 vuelven a sus valores iniciales, 
mientras que *3 crece [si (6 > 0 )] o decrece [si (6 < 0 )] en que es el llamado paso de la hélice* 

Ejemplo 3*8. 

Es interesante hacer ver que ei intervalo unidad 0 ^ t ^ 1 se puede aplicar en forma continua sobre 
el cuadrado unidad Q: 0 < x\ ^ 1 , 0 ^ x 2 ^ 1 de E% r construyendo una ^curva” que cubra una regiún de 
dos dimensiones* Tal curva y, por tanto, la aplicaciún, existe y se llama curva de Peano. Se construye dei 
modo siguiente: Dividimos Q en cuatro cuadrados iguales que, juntaments con sus contornos, se designan 
con Qo, Qi, Q 2 , Qs* Luego, suponemos que cada uno de los Qf se divide nuevamente en cuatro cuadrados igua¬ 
is Qm> Qiií Qí 2 > Qí 3 j y cada uno de estos últimos ee subdivide nuevamente en la misma forma, etc. Supone¬ 
mos, además, que los cuadrados se marcan con subíndices en forma tal que, sí pasamos de uno a otro de los 
cuadrados en el orden creciente de los subíndices, obtendremos un arco que no se corta a sí mismo, tal como 
se aprecia en Ia figura 3-6. La posibilidad de hacer esto se deja ai lector como ejercicio* 



Fig* 3-5 



Fig* 3-6 


Cada í 0 de 0 ^ t < 1 se puede expresar en forma única como un decimal de infinitas cifras: 
$o — - Mi&vPz ** * 


10 + 10 a + 10 ® + 


Esto es tambíén cierto cuando se trabaja en base cuatro; es decir, que cada se puede expresar en forma 
única como una serie 

a>i t Oa <i 3 




con 


enteros 0 < o; ^ 3. f Esta unicidad se obtiene omitiendo series que terminen en 3, es decir, — H- — + 
\ 4 4 2 

* = UA) 

4 42 7 
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Ahora, bien, a cada f 0 = 2 a,74 l le asignamos 

el único punto Pq de Q que es común a la suceaiún infi¬ 
nita de cuadrados cerrados Q av Q ai a 2 > Qaia%*$y ■ * - 
cajados* Esta correspondência o aplicaciún así estableci- 
da es sobreyectiva en Q, pues se puede demostrar que 
cada punto P de Q es común a una sucesiún admisi- 
ble de intervalos encajados. 

Por último, esta aplicaciún es contínua* En efecto, 
sea Sí(Pq) un entorno arbitrário de P 0 * Tal como se ve 
en la figura 3-7, escogemos el Qa\a 2 ' • *«„> que contiene a 
P 0 , tan pequeno que él y los cuadrados que le son con- 
tiguos y dei mismo tamafio,esténcontenidos en St (Po)* 
Pero, en ese caso, todo £ pertenecíente al siguiente intervalo 



abierto que contenga a to, es decir, tal que 


a i a 2 

T + 4 2 


+ 



íi + Í5 + 

4 4® + 


, «n + 1 

+ ~i “ 


se aplicará en el interior de S< (Po). Y, en consecuencia, la aplicaciún es continua. 

Esta correspondência o aplicaciún no es inyectiva porque los puritos que pertenecen a los contornos de 
los cuadrados son comunes a más de una sucesiún de cuadrados encajados. De hecho, es posible demostrar 
que una aplicaciún no continua dei segmento sobre el cuadrado puede ser inyectiva. 

Se dice que una curva regular x = x(í), t E I, es simple si no tiene puntos mtíltiples, 
es decir, si í L 5 * t 2 implica que x(íi) ^ x(í 2 )- Es evidente que esta es una propiedad de la 
curva y no de su representacidn analítica. 

Se dice que una curva regular x = x(í), t El t es un arco regular si 7 es un intervalo 
cerrado b. Los puntos x(á) y x(b) se denominan extremos dei arco. Se llama segmento 

de arco de una curva x *= x(í) sobre 7 a un arco x = x*{£), t E 7*, donde 7* es cualquier 
intervalo cerrado contenido en 7 y x*(í) es la restricción de x(í} a 7 1 , 


Ejemplo 3*9* 

La curva dei ejemplo 3*2 es un arco regular, pues ■ 

Xí = (cos s){2 cosí — 1) 

0 — ê “ 2?r 

x 2 — (sení)(2 cosff “ 1) 

es una representaciún regular sobre el intervalo cerrado 
0 ^ 6 ^ 2 -ff. Obsérvese que en este caso los puntos extremos 
de la curva son iguales* La parte de Ia curva, restringida al 
intervalo 0 < 0 ^ x, por ejemplo, es un segmento de arco 
simple de la curva que se muestra en la figura 3-8- 

Por último, sean x = x(í) y x = x*(9) dos representaciones de ima curva regular. Si 
dt/dh > 0, entonces t crece al crecer 9, y x = x(í) y x = x*(6) describen la curva en el 
mismo sentido. Si dt/di < 0, entonces t decrece al crecer 9, y x = x(í) y x = x*(6) des- 
cribirán la curva en sentidos opuestos. Se llama curva regular orientada a una curvâ a lo largo 
de la cual se ha escogido un sentido específico. En otras palabras, una curva regular orientada 
es un conjunto de representaciones paramétricas regular® tales que dos cualesquiera de ellas 
se relacionan entre sí mediante un cambio admisible de parâmetro con derivada positiva. 



Fig. 3-8 


PROYECCIONES ORTOGONALES 

Supongamos que x = x(í) representa una curva C, como se muestra en la figura 3-9. 
Para un valor fijo t 0 , la expresidn 

x “ Xi(ío)ei + *2(ío)e2 + kcs, —c * < k K. 
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o sea, 

, *1 *2 = Xl{U), Xi = k, -60 <k<0O 

es la écuación de la recta ortogonal al plano XjX S y 
que pasa por ei punto x(t 0 ). De esto se deduoeque 
la família de rectas 

*l = *i(t), Xt = Xt(t), %í = k, —oo < k < «o 

(3.3) 

engendra una superfície cilíndrica ortogonal al plano 
*i*a y que contiene la curva C. 

La intersección dei cilindro (3.3) con el plano 
*i*2 t es decir, *3 = 0, se Uama la proyección ortogonal 
r de x = x(i) sobre el plano *i* 2 . Y, en consecuencia, 
la proyección ortogonal, de x = x(í) viene dada por 

*1 - *l(t), *2 = *2(í)í *8 = 0 



Fig. 3-9 


Lm proyecciones ortogonales de x - x(í) sobre los planos * 2*3 y *1*3 son, respectiva- 
mente, 


*1 = 0, *2 = *2(t), *3 = *3(í) 


y 


*1 = *l(t), *8 = 0, *3 = *s(í) 


Ejemplo 3.10. 

La proyección ortogonal de Ia curva espacial *1 = t, *2 - *s, ac 3 = ís, — * < t < «, sobre el plawn 
*1*2, es la parábola *1 = t, x 3 = (2, x 3 = 0. La proyección sobre el plano * 1*3 es la cúbica X\ = í, *2 “ 0, 
*3 — í 3 . La curva en cuestión es Ia intersección de los dos cilindros siguientes: 

*1 ~ *2 = ~ <e < *3 < " y — t, x s — f 8 , —• < * 2 < w 

tal como se ve en la figüra 3-10. 



Fig. 3-10 

REPRESENTACIONES IMPLÍCITAS DE CURVAS 

Toda curva dei espacio se puede determinar como la intersección de dos superfícies, es 
decir, como el conjunto de los puntos (*1, *2, *3) que satisfacen dos relaciones de la forma 


Fi(x h * 2 , * 3 ) = 0 y Fs(xi f xi,x 3 ) = 0 ( 3 . 4 ) 

Si en un punto (*1, *2, * 3 ) que cumple las condiciones anteriores ocurre, además, que 

, / éFi/dxi 0FJÔX2 

det 

\dFi/dXi dFs/dXi 

entonces, de acuerdo con el teorema de las funciones implícitas, se deduce que en algúií entor¬ 
no de *3 se pueden resolver Ias ( 3 . 4 ) para *! y como funciones de * 3 y se obtiene así una 
representación de la forma 



*1 — ®i(*a), *2 “ *2(*sj, ®s — *s 
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donde el propio x 3 hace las veces de parâmetro. Esto define, al menos localmente, una curva 
regular. 

Ejemplo 3.11. . „ , 

La intersección de dos superfícies de segundo grado *2 - “ 0 y * 3*1 - * 3 - 0 ee la curva de tercer 

grado *1 = f3, *2 = t 2 , *3 — t juntamente con el eje de las *1, *1 = í, *2 = 0 > *3 = se °^ ene 

dei siguiente modo: Si x 3 7 * 0 podemos despejar *1 y *j en función de x 3 en las expresiones dadas y obten- 

dremos 

*£ = *3» *1 = *2^*8 = * 8^*3 *3 

o, tambíén, si hacemos x 3 ^ t, *1 — *2 = *3 — * 

Si *3 = 0 , entonces, *2 = x \ = 0 y *1 puede ser arbitrário. Se obtiene así el eje de las *1, *1 - t, x 2 = 0 , 
*3 = 0. Obsérvese que el punto (0, O, 0) es la intersección de las dos curvas. 


CURVAS REGULARES DE CLASE C m 

Décimos que una representación paramétrica regular x = x(f) en I es una representa¬ 
ción paramétrica regular de clase C m (m S: 1) si x(f) es de clase C m en I. Analogamente, décimos 
que un cambio admisible de parâmetro t = í(6) en h es un cambio admisible de parametro 
de c lase C m si í(6) es de clase C m en 1%. Por último, dos representaciones paramétricas regulares 
de C m definen la misma curva regular de clase C m si se relacionan entre sí mediante un 
cam bio admisible de parâmetro de clase C m . De esta suerte, una curva regular de dase C m es 
un conjunto de representaciones de clase C m , de las cuales dos eualesquiera se relacionan entre 
sí mediante un cambio admisible de parâmetro de clase C m . 

Si bien, una representación x = x(t) de clase C m es también de clase 0 para todo j — m, 
la curva x = x(í) de dase C m no es una curva de clase O para j < m, porque la curva x = 
x(í) de rfast* O" contiéne uni cam ente representaciones relacionadas con x = x(í) mediante 
admisibles de parâmetro de dase C m , mientras que la curva x = x(t) de clase 0 
para j < m contiene, por aíiadidura, representaciones que se relacionan con * = £(*) ™ e - 
diante câmbios admisibles de parâmetro que son, por ejemplo, de clase 0 ,pero no son de da¬ 
se C m . 

Ejemplo 3.12. 

La función vectorial w(í) = afcosí)©! -f a(sení)e 2 + èíe 3í — « < t < es analítica* De este modo, 
la hélice x = w(í) se puede considerar como una curva analítica regular siempre que consideremos unica¬ 
mente aquellas representaciones que se relacionan con ella mediante un cambio analítico efectuado en el 
parâmetro* 

Ejemplo 3.13. 

La representación 

fte! + e 3 para t < 0 

x = \ 0 para t = 0 

{(Oj 4 - e _1/|í e 2 para í > 0 

es de dase f C" (véase el ejemplo 2.30 de la página 33), 
y, junto con todas. Ias representaciones relacionadas de 
clase C®, define la curva de clase C® que se muestra 
en Ia figura 8-11. Obsérvese que para todo t < 0 la curva 
está en el plano x y x 3 , y para todo t > 0 la curva está 
en el plano 

DEFINICION DE LONGITUD DE ARCO 

La longitud de un arco se define a partir de las longitudes de arcos poligonales aproxi¬ 
mados. Así: Supongamos que un arco C, no necesariamente regular, venga dado por x = x(t), 
a < t < b, y consideremos una subdivisión dei intervalo a — t — b, dei tipo siguiente 

a — to < ti <•••< tn = b 
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Esto determina la sucesión de puntos de E z 


XO = x(ío), X 1 = x(fi), . .., X n = x(t„) 


que se unen en forma sucesiva para formar un arco poligonal aproximado P tal como se ve en 
la figura 3-12. La longitud dei segmento determinado por dos puntos consecutivos x,--! y 
Xj es |Xj — Xj-J. De aqui, resulta que la longitud de P es 


«(**) = = 2 |x(íi) - x(íi-i)| 

v . t— 1 i = l 


(3.5). 


Supongamos ahora que introducimos una mejor 
aproximación dei arco poligonal P', intercalando pun¬ 
tos adicionales, como se ve en la figura, Como quiera 
que la longitud de un lado de un polígono es menor' 
que, o igual a, la suma de las longitudes de òtros, se 
deduce que la longitud de P es menor que, o igual 
a, la longitud de P', es decir, s(P) ^ s(P'). 



Lo anterior, nos ha llevado, pues, a definir la longitud dei arco C como la mayor de las 
longitudes de todos los posibles arcos poligonales aproximados P. De manera específica, se 
dice que un arco x = x(f), a ^ t ^ 6 , es rectificable si el conjunto S de todos los posibles 
s\P) es acotado superiormente. En este caso, el conjunto S tiene un superior que es, por defi- 
níción, la longitud dei arco. 

Se dice que un conjunto S de números reales es acotado superiormente si existe un nú¬ 
mero real M tal que x ^ M para todo x perteneciente a S. En este caso, el número M se 
llama una cota superior de S. Obsérvese que si M es una cota superior de S, entonces cual- 
quier L, tal que M ^ L, también és una cota superior dei conjunto. Una de las propiedades 
fundam entales de los números reales es que si S tiene una cota superior M, entonces tiene 
una cofa superior mínima, llamada superior, es decir, una cota superior s tal que si L es una 
cota superior cualquiera, entonces L >: s. 

Es de observar que la longitud de un arco C es independiente dei parâmetro. En efecto, 
supongamos que x = x(í) en I t y x = x*( 0 ) en /e sean dos representaciones dei arco C 
tales que t = £( 8 ) sea inyectiva. De este modo, a cada subdivisidn 8 o < 8 i < * • * < 8 „ de 
h, le corresponde una única subdivisidn t* < ti < • * • < t n de I,, 6, teniendo en cuenta la 
orientacidn, í„ < t a -i < • * • < í 0 , en donde ti = f*(6), t = 1 n, que origina el mismo 
arco poligonal P, y, recíprocamente. Así, pues, el conjunto S de las longitudes de todos los 
arcos poligonales aproximados es independiente dei parâmetro y, en consecuehcia, también 
lo es el superior de S, que es la longitud de C. 


Ejemplo 3.14. 

EI arco x = fej -f- 0 í ( S 1, m rectificable; porque, si consideramos una subdivisión 0 = 

< íl < • • • < f„ = 1, ia longitud dei arco poligonal aproximado es 

= 2 ^ : (tj®! d - £ 462 ) — (t— 1 e 1 + — 1 * 2 ^ I 

= 2 |(£j — + (tf — 

48 2[l*t-*i-ill*il + iÉf-tf_ t | |e 2 |] 

- 2{i i -t i - l )(i + t i + i i „ t ) 

— 3 2 (tf £(_i) — 3 

\ 

donde hemos utilizado elhecho de que para 0 - < íí " 1,1 + fi-i + tf ^ 3, y 32 1 ) = t n — ^ = 1. 
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De esta suerte, para cualquier P, el valor de s(P) está acotado por 3. Por consiguiente, el arco ee recti¬ 
ficable y eu longitud es igual al superior de s(P). 


Ejemplo 3*15* 
La curva 


a, — t 


= {o 


t cos (l/t) para 0 < t — 1 , (0 — t — 1 ) 

para t = 0 


que se muestraen la figura 3-13 no es rectificable. En efecto, si utilizamos la subdiv ( isi<ín 0, 1/(W - «*, .... 
- l/ 2 ic, 1 /*, 1 , tenemos: 

-+ • • ■ + |[l - + [cosi - ^ cossr j e 2 j 

Si despreciamos loa términos primero y iSltimo, entonces 




l 1 

“ J, (« + iv 


^ !s'_L 
" »ií=,«+l 


en donde, para pasar de la primera línea a la segunda hemos 
utilizado la desigualdad |ae* — l^al* ^ er °, ^ suma 

\ 2 —L- diverge hacia el infinito. Es decir, s(P) se puede 
^St tt + 1 

hacer tan grande como se quiera con sólo tomar a N euficien- 
temente grande. Así, pues, la curva no es rectificable. 


En el problema 3.24 demostraremos el 

Teorema 33. . Un arco regular x = x(t), a<t<b,es rectificable y su longitud viene da¬ 
da por la integral 



= r 151* - iVííMtHtJ “ ^ 


Ejemplo 3.10. 

La longitud dei arco de hélice x = (o cos í)ei -f (a sen f) ©2 -h 6 fe 3 , 0 — ^ ^ es r 

s = Ç V yfiü Üií t+ a? cos 8 t + b* dt - jT (a 2 + b 2 ) U2 dt = 2jr(a a + 6 ®) Ui 


LA LONGITUD DE ARCO COMO PARAMETRO 

Sea x = x(t) una curva regular en 1, y considérese la fúnciòn 


f* I dx ,, 

= = J t0 I Tt dt 


(3.7) 
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Si es í S: t 0 , entonces s£0 yes igual a la longitud dei arco de la curva comprendido entre 
*(fo) y x(f). Si t < ío, entonces $ < 0 y es igual a la longitud dei arco, tomada con signo 
menos, entre x(( 0 ) y x(í). 


Ahora, bien, dei teorema fundamental dei cálculo se deduce que (5.7) tiene derivada 
continua, no nula, que viene dada por la expresidn 


da 

d j 


dx 

dt “ 

dtj 

Ltel* = 

dt 


Y, en consecuencia, s = s(í) es un cambio admisible de parâmetro en I. Además, s(í) es de 
clase C m en I si x(í) es de clase C m . Dê modo que la longitud de arco s se puede introducir 
como un parâmetro a lo largo de la curva. 

Obsérvese que una representacidn en función de la longitud de arco no es única, pues 
depende dei punto inicial f 0 que se escoja (y en él, s = 0) y de la orientacidn; es decir, que 
se podría tener 



Por esta razòn, para ser más precisos, décimos, por definición, que una representacidn x = 
x(s) en 1, es una representaciôn en función de la longitud de arco o, también, una representa- 
cióh natural si jdx/dsj = 1. Con base en este hecho, demostraremos (en los problemas núme¬ 
ros 3.19 y 3.20) el siguiente 


Teorema 3.4. Si x = x(s) es una representacidn natural de una curva C, entonces 

(i) ]sj — «i| es la longitud dei segmento de arco de C entre x^) y x(s a ). 

(ii) Si x = x*(s*) es cualquier otro tipo de representacidn natural de C, 
entonces s = ± s* + constante, 

(iii) Si x = x*(í) es cualquier representacidn de C de la misma orientacidn 
que la x = x(s), entonces, ds/dt = | dx/dt\. De lo contrario, ds/dt — 
- 1 dx/dt\. 

Obsérvese que si s ^ s(£) está definida por la integral que aparece en (3.7), entonces 
x = x(í(s)) es una representacidn natural, puesto que, en ese caso, se tiene 


dx. 


dx 

dt 


dx | / 

ds 

1 ^ x | 

/\dx\ 

ds 


dt 

ds 


dt 1/ 

dt 

" í dt 1/ 

f dt \ 


Ejemplo 3*17, 

Obtener una representacidn natural de 3a hélice 

x = (a cos t}e x 4 (a sent)e 2 + iíe 3 

Consideremos que s = S J ^ ” X ^ + b*) ul dt — (a? 4 b 2 ) u H 

Si sustituimos t = (a2 4 6 2 )—V s s en lo anterior, obteiidremos la representaciôn natural siguiente: 

x = o cos [(o 2 4 6 2 ) _1/ %]ej 4 a sen [{a 2 4 & 2 ) _1/2 s]e 2 4 ò(a 2 4 ò 2 ) _1/2 se 3 


A menos que se diga lo contrario, la derivación respecto de un parâmetro natural $ se 
designará mediante puntos y la derivación respecto de cualquier otro tipo de parâmetro se 
denotará mediante tildes; por ejemplo, 


* dx 


t _ dx 
ds 2 ' x “ dt' 


d 8 x 
dt 2 ’ 


etc. 


x 
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Problemas resueltos 


REPRESENTA CIO NE S REGULARES 


3.1. Demostrar que x = íei + (f 2 + l)e a + (í - D 2 e s es una representacidn paramétrica 
regular para todo valor de f y bailar sus proyecciones sobre los planos X 1 X 2 y . 

dx/dt = ej + 2 tez + 3(í — l) 2 e 3 es continua y | dx/dt\ = [1 + 4í 2 + 9(í — l) 4 ] 1 '' 2 s* 4 0 para todo 
valor de (. Por tanto, x es regular para todo valor de t. La proyección sobre el plano *1*2 es la pará¬ 
bola *1 = t, *2 = ti + 1, x 3 = 0, o sea + 1, - 0- La proyeeción sobre el plano *1*3 

es la cúbica x 3 = t, x 3 = (í - 1)3, x 2 = 0, o sea x 3 = (j* - 1)3, *3 ■ - 0. La curva es la intersec- 
ción de los cilindros *2 = * 2 + 1 y *3 “ (*1 — !)*• 


3.2. Demostrar que la representacidn Xi — (1 4* cos 8), x% = sen 8, x 3 — 2 sen (8/2), 
— 2ic ^ 8 ^ 2ic, es regular y está sobre la esfera de radio igual a 2 y centro en el ori- 
gen y sobre el cilindro (*1 — l) 2 4- x\ - 1. 


dx\/d% = - sen 8, dx 2 fdS = cos 6, dx 3 /dS - 

coa {6 /2) son continuas y 


M + (£)’ + (£)‘] 


= [14 cos t* 0 

Por tanto, la representaciôn es reg v Jar. Corno quiera que 
A + x t + x t " + cosí) 2 4sen 2 B 4 4sen 2 (í/2) 

= (1 4 cosí) 2 4sen 2 0 + 2(1 ~ cosí) = 4 


y ( Xl _ i)2 4^ = cos 2 0 4 sen2 S = 1, la curva está 
sobre la esfera de radio 2 y sobre el cilindro circular 
(*i — l) 2 4^ = 1. Es, pues, la íntersecciôn de esas dos 
superfícies tal como se ve en Ia figura 3-14. 



3 .3, La ecuacidn de la cisoide de Diocles en coordenadas polares es r = 2 sen 6 tan 8, 
— t /2 < 8 < t / 2 . Dibujar la curva y hallar una representacidn paramétrica suya en 
coordenadas rectangulares. 

*2 I 

J *i = í 

Fig. 3-15 

Puesto que «i = r cos 8 y *2 = r sen 6, tenemos la representacidn paramétrica 
Xj = 2 sen 2 6, x. z = 2 sen 2 $ tan S, —s-/2 < e < -/2 
Obsérvese que X] * 2 cuando 0 -+ —tx/2 o cuando 6 —* x/2. Obsérvese, además, que Ia representa- 
clón anterior no es regular en 8 = 0, pues 

ãxjds = 4 sen9 cos 9 y dx 2 /d« ~ 2sen 2 8 sec 2 # + 4 sen# cos í tan s 
se anulan en 0 = 0* 



$ 

2 sen# 

tan í 

r 

-W2+ 

-2 

—« 

QO 

—w/4 


-1 

V2 

0 

0 

0 

0 

ir/4 

V2 

1 

Vã 

ir/2” 

2 


CO 
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3 .4* La epicicloide es una curva plana en¬ 
gendrada por el movimiento de un 
punto P de la circunferência de un 
círculo C que rueda sin resbalar sobre 
el exterior de un círculo fijo C 0t como 
puede verse en la figura 3~16. Hallar 
una representación paramétrica de la 
epicicloide si C tiene radio r, C 0 tiene 
centro en el origen y radio r 0> y P está 
situado inicialmente en (r 0j 0)* 

Sea A el centro de C y 6 el ângulo que 
forma OA con ©p Entonces 

OA — |OA| (cos tfjej + |OA| (sentfje* 

= (r 0 + r)(cos e)©! + (r 0 + r)(sentf )e 2 

Si £ es el ângulo que forma AP con e*, entonces 

ft = 2^0AP + ff — ?t o /S = tf - 

De donde. 



+ ff ' t = 


r 0 + r 


AP = |AP| (cos )9)ei + |AF|(senfl)e 2 — r^cos^-LÍ— & — J ^ + r 0 + % — 


*2 


Y, por tanto. 


- OP - O A + AP 


.que es el resultado deseado. 


= “ r [ cos (rr 1 ')] r [«“(^í)] ■ 

= £ (r 0 + r) cos ff — r cos ^ ° ^ 

T /r 0 + r \l 

+ (r 0 -fr)senff — rsent ———$ \ © 5 


3.5. Si en el problema precedente es r 0 = 3 y 
r = 1, la ecuación de la epicicloide es 

Xi = 4 cos 0 — cos 46, x 2 — 4 sen 0 — sen 40 

Determinar los puntos singulares (no regulares) 
y hacer el dibujo correspondiente. 

dx\/d% *= —4 sen a + 4 sen 46 - 0 sii sen 0 = 

sen 46, o 6 = 2ra*/3, (2 n 4- l)w/5, n = 0, ± 1,_ 

dx 2 /db = 4 cos 0—4 cos 40 = 0 sii cos 0 — 
cos 40, o sea, 0 = 2n%/S t 2n-z/5 t n t = 0, ± 1,,... 

De donde se deduce que ambas derivadas se 
anulan si y solamente si 0 - 2ran:/3> n = 0, ± 1,... * 
Ohsérvese que Ia curva tiene un período igual a 2%. 



# = 0 


3.6. Buscar una representación paramétrica para la intersección dei cilindro x\ -f x\ = 1 
con el plano Xj + x 2 + x 3 1 en la que no intervengan radicales. 


Se debe tomar x\ — cos G y x 2 
cos 0 — sen-G. De esta manera, 


sen 0, 0 ^ 0 < 2x. Entonces ^3 = 1 — — x 2 — 1 


x = . cos ffej + sen ffe 2 + (1 — cos tf — senff)e 3 , 
es una representación paramétrica de la intersección. 


0 ^ ff ^ 2 ít 
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3.7. 


SÍ g(t) es continua en t = t 0 y g(h) 0, demostrar que existe un 8 > 0 tal que 
g(f) 9* 0 si está t en Sjíto). Utilícese este hecho para demostrar el teorema 3.1, a saber: 
Si x = x(í) es una representación regular en I, entonces para cualquier to de 1 existe 
un entorno de t 0 en el que x(í) es inyectiva. 

Tomemos e = ■Jlg (fo) |. Puesto que g(t) es continua en t 0 , existe un 8 > 0 tal que g íf) — g(í.) i < * 
para t de S$(£q)* Y, en consecuencia, para un t de Sfi(í 0 ), 

|«(<t>i = Iff(to) - 0{t) + 0(0! * W) - *£.t+W)\ 9 41^)1 + |ff(f)l 

o sea, íg.(f)| £jg(£o)]* Como g(£<>) 5* 0, entonces g(t) ^ 0 si es t de S${t 0 ) t 

Como quiera que x = x(í) es regular en I y to pertenece a I t ai menos una de las derivadas, 
por ejemplo, la *{(%) ^0. Además es continua en De aqui se infiere que existe un $>0 

tal que ^(É) 7* 0 para todo í de Ss(ío)- Ahora, bienr en Sb(ío), x ( í ) e s inyectiva, pues de lo contra¬ 
rio existiría un t\ ^íadeSsCío) tal que x(£i) - x(£ 2 )^ Y, por tanto, Pero, apli¬ 

cando el teorema dei valor medio, se tiene 


0 = 


- *!<« 


h<? < 


lo cual es imposible, pues x[(t) ^ 0 en fís(£ 0 )* Y el teorema queda demostrado. 


3.8. Si x s x{t) es una representación regular en / y sí^o) ^ 0, demostrar que existe 
un entorno de í 0 en el cual x = x(í) se puede representar en la forma implícita si- 
guiente: x 2 = Pifai), - ^ 2 (^ 1 )- 

Puesto que *í(£o) ^ 0, en algun x.j = ^!(£) es inyectiva y admite la inversa t = £(*i). 

Sustituyendo ésta en las ecuaciones paramétricas Xj = jci(í), x z = x 2 (t), x$ = jr 3 (í) se obtiene 
x 2 = íC2(t(^i))> ” ^(£(^1 )) o sea, x 2 = Fi(xi), = ^2(^1)- 


CURVAS regulares 


3.9. 

< 7 . ■ ■ - 


Demostrar que ; t = fi 2 /(6 2 + 1) es un cambio admisíble de parâmetro dentro de 
0 < 0 < <*> y que trasforma el intervalo G<0<<*> en el 0 < í < 1. 

dt/d% = 20/(02 4- 1)2 es contínua y dt/d% ^ 0 en 0 < 0 < w. Y, en consecuencia, se trata de 
un cambio admisible de parâmetro dentro de 0 < 0 < w, Como quiera que 02/(02 4- l)j fl = 0 = Oy 
lim 02/(02 4-1) = l t el cambio de parâmetro permite trasformar el intervalo 0 < 0 < « sobre el 

0 < í < 1. 


3.10. Dada la circunferência Xi - a cos 8 , x 2 - a sen 8, 
de ella el parâmetro t = Tan -1 (8/4). 

Conocidas identidades relativas al angulo medio permiten obtener 

costf =. cos 4 (ff/4) — Ô cos® (tf/4) sen 14 (ff/4) + senf^tf/í) 

1 ^ í® , t 4 _ t 4 - 6£® -3- 1 


0 ^ ir, introducir a lo largo 


(£® + D 2 


- a 


(t® +1) 2 (í a + D® 


sen ff = 4(sen(ff/4) cos® (tf/4) — sen 3 (tf/4) cos (tf/4)) = 4 


£ 


(£3 + 1 )* 
£3 


(í®+ D® (£2 + lp 


_ , (è*-6é®+1) 
De esta suerte, st x = a — > : a — ; 

(£2 + l) J 

buscaba. 


a? 2 


_ 4 at(t — 1) 
(£2+1)2 1 


4t(l - £2) 
(£ 2 + 1)2 


—1 — t — 1, es Ia representación que se 


3.11. Dada la cisoide 

X\ — 2sen 2 9, .Zz = 2 sen 2 6 tan 6, — ?r/2 < 9 < v/2 

introducir a lo largo de ella el parâmetro í = 2 sen 6 y obtener los dos primeros tér¬ 
minos, no nulos, dei desarrollo en serie de potências de Xi y z 2 alrededor dei punto 
singular í = 0. (Véase el problema 3.3.) 

= 2($t)> = Jí*. * 2 = taníSen" 1 ^) = ^í*(4-í*)-i« 
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Kl deaarrollo de (4— £2)-i/3 es ^-4^j£2 + o(£ 2 ). De modo que xj — %2 H" 

Obsérvese que en la vecindad de t — 0, la curva tiene la forma de la cúspide o(af^)* 


Demostrar que existe un cambio admisible de parâmetro t = í(fl) que puede llevar 
cualquier intervalo I a imo de los tres intervalos siguientes: (i) 0 ^ t ^ 1, (ii) 0 < t < 1, 
(iii) 0 ^ t < 1. Y, por tanto, toda curva regular tiene una representación que se 
define en uno de los tres intervalos anteriores* 


Tal como se ve en el ejemplo 3*5 de la página 47, la función lineal £ = (6 — a) / (b — a) cone- 
títuye un cambio admisible de parâmetro que lleva a a ^ 0 ^ Ò sobre a <0 <6 sobre 

0 < £ < 1, y a < 0 < 6 sobre 0 :< £ < 1* La función lineal t = — (0 — a) /(& — d) 4 1 llevará 
a < 6 < ò sobre 0 ■< t < 1* Sólo falta considerar los intervalos infinitos. La función 0 = Tan^ls 
trasforma el intervalo — » < s < « en el —x/2 < O < x/2, y la £ = (0 4 Íi0/tt lleva el inter¬ 


valo — x/2 < 0 < x/2 al 0 < £ < 1* Por tanto, la función -compuesta í = (x/2 4 Tan^i s)/x 
trasforma — * < s < *. en 0 < £ < L La función 0 = Tan~l s cambia el intervalo a < $ < <* 
en el Tan’l a< K ^/2 y k í = (ff - Tan~i a)/(x/2 - Tan~l a) cambia Tarrl a ^ 0 < x/2 en 


0 < f < L Y, en consecuencia, la función compuesta, t 


Tanr 1 ^ ~ Tan^a 

tt/2 — Tan -1 a 


cambia a ^ s < « 


en 0 < £ < 1* Los casos restantes se dejan al lector como ejercicios* 

Obsérvese que todas las funciones anteriores son analíticas. De esta suerte, existen, de hecho, 
câmbios admisibles de parâmetro de cualquier clase que producen los resultados anteriores* 


3.13. 


Demostrar el teorema 3.2, a saber: Si t = í( 6 ) representa un cambio admisible de 
parâmetro en Jg, entonces í( 6 ) es inyectiva y su inversa 6 = 0 (í) representa, también, 
un cambio admisible de parâmetro en It = 

Puesto que dt/db es continua y dtfdb ^ 0, se deduce que es dt/d% > 0, o dt/db < 0 en Ja* 
Supongamos que sea dt/d% >0 en 1$; entonces, t( 6) es estrictamente creciente* Porque, ei no, es 
decir, si £(0!) > í(6 z), siendo 6i < 83, entonces, utilizando el teorema dei valor medio, seria 


0 


t(e 1) ~ t{$ 2 ) 
— $2 


?(*') 


lo cual es imposible, pues dt/db > 0 en /&* Ya que £(0) es estrictamente creciente, es inyectiva, y, 
en consecuencia, tiene la inversa Ô(£). Ahora, bien, puesto que £(0) es creciente y continua, se deduce 
que su inversa &(£) es creciente y continua* La prueba de este hecho se deja al lector como ejercicio* 
Pero, entonces 0(£) también tiene derivada 

de „ ,i„ Aí _ j / i; m A* = 1 /Ê, 

/ Afl-tO Aí fdü 


dt 


Um 

At-i-O At 


que es continua y diferente de cero porque dtfâb es continua y diferente de cero, con lo cual se com¬ 
pleta la demostración* 


3.14. Recordemos que una representación paramétrica regular x — x(f) en h es, por defi- 
nición, equivalente a otra representación paramétrica regular x = x*( 0 ) en 1%, si 
existe un cambio admisible de parâmetro t = f( 0 ) tal que t(I%) = li y x(í( 6 )) = 
x*( 6 ). Demostrar que esto define una relación de equivalência en el conjunto de las 
representaciones regulares, 

x — x(t) es equivalente a sí misma bajo el cambio de parâmetro definido por la identidad 
t = b. Si x - x(£) es equivalente a x = x*(G) en virtud dei cambio de parâmetro £ - £(6), enton¬ 
ces x = x*(0) es equivalente a x = x(£) bajo la función inversa fl = 0{£), porque es &(/;) = -fft 
y x*(0(£)) = x(£(&(£))) = x(£)* Por último, supongamos que x = x(£) es equivalente a x = x*(6) 
bajo t =* £{0), y que x - x*(0) es equivalente a x - bajo 0 - 0(4>)^ Consideremos la 

ât dt d$ . .. 

función compuesta í = í(fl(<i>)). Se deduce que ^ = ãê ~di 68 continua y dtfd$ ^ 0 en /+. Y, 

en consecuencia, f = f(5:6;; es un cambio admisible de parâmetro en /,y Por otra parte, es ç)) ~ 
((/ 8 ) = 1 1 y x(í(6(<j)))) = x*(ft(4i)) = x**(4>). Y, de esta suerte, x = x(t) es equivalente a x = 
x** í(J>), con lo cual queda completa la demostración. 


LONGITUD DE ARCO 

3.15. Obtener la longitud dei arco x = 3(cosh 2í)e, + 3(senh 2 f)e 2 + 6 te 3 , 0 ^ t ^ tc. 
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= í I ^ I dt = r ]6senh2te! + 6eosh2te2 + Çeajdt 

*^d [ dt I Já 


-s: 


6^enh 2 2£ + cosh fi 2£ + 1 ]dt 


fTT /'IT 

I 6[2 cosh 2 2t] 1/2 dt = I 6ylí cosh 2t dt — 3yTsenh 


3.16. Hallar la longitud de un arco de epicicloide como función de 0 a lo largo de la curva. 

/Vo + r„\ , , , „ ^o + ^Y ' 

[(—-— 9), «2 = (r 0 + r) sení - rsent—-— 9) 


f To 4- T 

Xi = (ro + r) cos 9 — r cosi ^ 


Véase el problema 3.4* 

f 6 f /ff^A 2 /dx 2 ^?l 1/2 

* - J. [&) + (4J ^ 

= J" (r 0 + r)^-sentf + sen + ^cosí - cos^ - Y- 9^ j 

= (r 0 "f r) f [2 — 2 cos (r 0 &fr)] l/2 dô = 2{r 0 + r) f sen (r 0 í/2r) da 

.(r 0 -r r)r (r 0 -f r)r 

= 4 —-cos (r Q s/2r) ~ 4 ---[cos (r 0 $/2r) — 1] 

r 0 Jo r 0 


2nl/2 


dê 


3.17* Introducir la longitud de arco como parâmetro a lo largo de la curva 

x = (e l cos t)ei + (e* sen tftz, “*** < t < «> 

s - f t^íd£ = f | (e* cos £ — sen£)e! H- (e t sent + ê % cos £)e 2 -f c f e 3 |di 

| dt | J ff 

= ( 2 cos í sení -3- 1) + e 2t {2 cos t sen t 4- 1) + e 2í ] 1/2 dt = V5 T e t dt — V3 (e* — 1) 

Despejando a £ se tiene; t = log (s/«/5 4 1), - < s < *. E introduciendo ahora Ia longitud 

de arco s como parâmetro, se tendrá 

x = (s/V3 4 l)(cos log (s/Vd 4 ljcj 4 sen log (s/\/3 4 l)e 2 4 e 3 ) 


3.18. 


Demostrar que 

X = + V« E + 1 >ei + -Ms + \Zs a + l) -1 es + (log (s + \^s T Tl ))e 3 

es una representación natural, es decir, \dx/ds\ = 1 . 


Hagamoa u — s 4 V^"~+í - Entonces x = 4 3 e 2 4 y 

(^ e i ” ^14 


dx 

ds 


dx du 
du ds 


Por tanto, 


dx 

ds 


dx 
du 1 


du I 
ds | 


|(1 + u 2 ) J===T- 

2 v^+l 


V(1 + ii-"* 4- 2í( _2 ) 1/a ■ 

1 M 2 + 1 


s + V® 2 + 1 


2 «vÇ + 1 

Puesto que \dx/ds\ =1, s es un parâmetro natural* 


\Js 2 4 1 

s 2 4 s}fs z 4 1 4 1 

{s 4 VÍTi) Vs 2 4 1 


: = 1 
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3.19. 


Demostrar el teorema 3.4(i), a saber: Si x = x(s) es una representación natural en 
entonces |'ss — «i[ representa la longitud dei arco x = x(s) entre los puntos co- 
rrespondientes a f(si) y f(s 2 ). 


Si Si < s 2i la longitud dei arco es 



dx 

ds 



1 ds = s 2 — = t s 2 "" 6 l\' 


Si $i > $2> longitud dei arco es 






3.20. Demostrar el teorema 3.4(11), a saber: Si x = x(s) y x = x*(s*) son representaciones 
naturales de la misma curva, entonces s = ± a* + constante. 

, „ . dx _ dx ds 

Hagamos $ = s(s*). Entonces ~ 


— constante* 


1 dx | f dx j 1 

ds j 

ds* \ 1 ds ! 1 

ds* 1 


Pero, 

constante. 


i — 1 

1 dx - 

= - 2 =-] = 1 . 

Por tanto, es 1 1 

1 ds 1 

1 ds* 1 

í ds* 1 


“ 1 o es 


ds 
ds * 


±1 


t&* + 


3*21* Demostrar que el arco x = t 2 e i + sen t& 2 t 0 ^ t %/2 f es rectificable. 

Consideremos una subdivisidn arbitraria, como la 0 = fo < íj, < < 1 * * < t n = t:/2 y dete^ 

minemos la longitud de la poligonal 

s/P) = 2 jX| — Xí_i| = 2 | + (sentj)e 2 ) “ í^t + (senfj-i)«a) Í 

i-í i 

- 2 [tfj“ Íf-i)|«il + [seníi -sení^jl |e 2 ]j 

í 


Aplicamos el teorema dei valor medio y tenemos 

stF) - 2 [<t( - í|-i)(t ( + íi-d + |cosíii(ti 

t 

“ 2 (ti - 1)fíj + ít-i + ' cos & i\] 

i 


íl-.)] 

í^ — l <i < ti 


Como Jcos &i\ — 1 y (t t 4 - * para 0 ^ ^ ir/2, entonces 

s{P) - (tf 4 D 2 (t[- íi-i) - (ir/2)(ír + l) 

i 

Y como s(P) es acotada, el arco es rectificable. 


3,22, Si x = "£((), a < t < es un arco rectificable, demostrar que dados 8 > 0 y *> 0, 
arbitrariamente escogidos, existe una subdivisidn a = h < h < * * - < t n = b ala 
cual corresponde una aproximación poligonal P tal que 

(i) ti - U -1 < 8, i “ 1, , . ,,n (ii) !« - *(F)j < « 
donde s y s(P) son, en su orden, las longitudes de x = f (t) y P. 

Como s es el superior de todos los posibles s(í*), existe una subdivisidn a = * * ■ < t n = 6 

a la que corresponde una aproximación poligonal P' tal que s{P r ) > s — *. Porque, de lo contra¬ 
rio, para todo s{P), seria s(F) < s — í, de modo que s — e seria una cota superior de s(P), menor 
que el superior s, lo cual es imposible. Ahora, bien, si la subdivisidn anterior no satisface a (i), intro- 
ducíendo puntos adlcionales se puede obtener una subdivisidn más fina, a = í 0 < ^1 < * ^ * < = 6 * 

que satisfaga la condicidn de ser - £ f _j) < B. Pero, el nuevo arco de poligonal P\ obtenido de 
esta manera, satísface la condicidn s(P) < s(P') < sy f por tanto, también la condicidn \s - s(P)| < e 
tal como se deseaba. 


3.23* Demostrar que un arco regular x = f(f), cc ^ t ^ b, es rectificable. 

Considereinos una subdivisidn arbitraria a — íq < t\ < t 2 < * * * < t n = b. Entonces, 
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3.24* 


s(P) = 2 - X(-il = 2i*(*i) - 

i i 

= 2 I C/i (t() - /i{í,-i))e, + (/ 2 (í ( ) - /*{íi-i))«i + (/si*i) - W*i)Wl 

i 

* 2 [i/i(*() - /í( ( í-i)í + i)l + !/»«■> 

i 

* 2 tl/í( 9 i)l (*i — *i —l) + l/s(9i)l«i - + l/s(*í')l(*l - Wl 

* 

en donde utilizamos el teorema dei valor medio para las /,(()• Puesto que las /<(£) son continuas en 
el intervalo cerrado a £ t £ b, están acotadas, por ejemplo por valores Mj, en el intervalo o < í < 6 . 
En consecuencia, 

s(P) — (M 1 4- M 2 4 2 (*t h-ú ^ Wi ^ ^ 

i 

Así, pues, todos los s(P) son acotados por {M\ 4 ^2 4 — a) y por ello el arco es rectificable. 


Demostrar que Ia longitud de un-arco regular x = f(í)> a S t< 6, viene dada por la 
integral s = J* 


I ãx 


= f |£'(í)[dt. Este hecho, conjuntamente con el problema 

- -- 

3.23j demuestran el teorema 3.3. de la página 53. 

Sea un * arbitrário. Como qulera que las i - 1,2,3, son continuas en el intervalo cerrado 

a ^ í < 6 , son uniformemente continuas en el mismo intervalo. Es decir, existe un Bi, > 0 tal que 

(i) !//(*) _ /i(Ol < 9(5 _ a ) í * = lj 2j 3 

para todo |f - t f \ < Bi. Adernas, de aouerdo con la definicidn de integral, existe un tal que para 
lí, - f;„i| < $ 2 - tenemos 


(ü) 


ir 


[f'(í)i àt - ( 2 |i'(9i)i(ti- í ( -i) 


< í/3 






Supongamos ahora que sea B = min(íi,Ê 2 ). Del problema 3.22 se deduce que existe una 
subdivisidn a - £ ü < q < - * * < t n - b y una aproximacidn poligonal P tales que - t^i) < B y 


(iii) 

Consideremos ahora la expresidn 


\s ■“ s(P) I < í/3 


j = u 


- \m\ 


dt 


* i« - KP)i + 


s(P) 


J b íí'(í)l 


dt 


4 


8 + 


I 2 |f(ít) - f(*i~i)5 - Ç\m\dt 

I 4 J a 

2 K/i(í() - + í/síti) - m- 1)). 2 + (fM - / 3 (i*-z»e 3 ! - J 

i 

El teorema dei valor medio nos permite deducir que 


J ^ í/3 4 


2!/í(ií).i + / 2 (0.2 + /s(Oesl(íi"íi-i) ” f 

t ^ a 


y, sumando y restando 2 !£(*i)| ti— i)» se tiene 


c/3 4 


2*Wi -ti-i) - í *'(*)* 

i 

2[|/Í(í>i + /s(*!')•» + /á(íí")*3[ - !*'(*()! (íi-íi-dl 


4 


Utilizando la (ii) precedente y la desigualdad | |o| — [èj; < [o + 6 |, tenemos 

I < e/3 + e/3 + 2 ü/í^í) - + mo ~ /aWI + l/s 1*1”) ~ /á< É i>l ] — 1) 
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Pinalmente, utilizando Ia (i), tenemos 

Y, puesto que e es arbitrário. 


/ < 4 + 4 + 


3 ^ 3 “h S(b-a) ? ^ < e 


/ = 


-J !*'(*)! 


dt 1 = 0 o sea: s 


- /Vwi 


dt 


Problemas propuestos 


3.25. Demostrar que la representación 

x “ te a 4 {í*4 2)e 2 4 {É? + t)e 3 

es regular para todo f y dibujar las proyecciones sobre los planos X\X^ y X\x 2 + 


3.26, La concoide de Nicomedes en coordenadas polares tiene la ecuación r + a¥*Q, c¥* 0, 

—k =£ $ ^ )T. Dibujar la curVa y hallar una representación suya en coordenadas cartesianas rectan- 
gulares, Resp . x\ = a c cos 8, x 2 = a tan D 4 csen 8 


3,27* Hallar una representación, sin radicales, de Ia intersección de íos cilindros — — 1 ” 

Sugerencia. x* 4 x* = 1* 

Resp. x 1 = coe2 0, x 2 = sen 6, r 3 = cos 0, .0 < 8 ^ 2* ■ 


3.28. La hipocidoide es la curva plana engendrada por un 
punto P de la circunferência de un círculo C cuando C 
rueda sin resbalar en el interior de un círculo fijo Cq, 
como se muestra en la figura 3-18, Hallar una represen¬ 
tación de la hipocidoide si C tiene radio igual a r y C 0 
tiene centro en el origen y radio igual a r 0 y, además, P 
está situado inicialmente en (ro, 0) 

/r 0 — r 

Resp * x 1 = (r 0 —r) cosí 4 r cos í—tf 

f r ü^ r 

x 2 — (r 0 — r) sentf — r sen ^ 0 

3.29, Si en el problema anterior, ro = 5 y r = 2, la ecuación 
de la hipocidoide es 

= 3 cos tf + 2 cos 3fl/2, a?2 = 3 sen tf — 2 sen 3tf/2 
Hallar los puntos singulares y dibujar la curva* 

Resp. 6 — (4/5)ítTz t n = 0, ± 1,— 




3.30, Demostrar que 0 = 3í& -f IO* 3 -f- 15í -f* 1 es un cambio admisible de parâmetro para todo t. 

3.31, Hallar un cambio admisible de parâmetro que aplique el intervalo 0 < t ^ 2 sobre - « < 0 < 0. 

3.32, Calcular la longitud dei arco x = d(cosí)ei 4- e*(sen£)e 2 -h e f e 3í 0 Sí éx. Resp. — 1) 
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3*33. En el problema 3.28, hallar la longitud dei arco como función de 0 a lo largo de la hipocidoide si- 
guiente 

= ( r o — r ) eos 0 r eos ~ (r 0 — r) senff — r sen^-^— tf^ , > r 

Resp. s = - ^ r ° [1 — cos (rotf/2r)] 

r o 

3.34* Demostrar que x = tei 4 (seni)e 2 4 “® < t < * 

y x = (log£)e l 4 sen(logt)e 2 4 te 3í 0 < t < « 

son representaciones de la misma curva orientada. 

3.35. Demostrar que una curva regular orientada admite una representación que puede definirse en uno 
de los siguientes intervalos: (i) 0 ~ t — 1, (ii) 0.< t < 1, (iii) 0 — t < 1, (iv) 0 < t — 1. 

3.36, Supongamos que se llamen equivalentes dos representaciones regulares, x — x(t) en It y x = x*(6) 
en Je, si representan la misma curva orientada, vale decir, si existe un cambio admisible de parâ¬ 
metro £ - í(0) tal que dt/dQ > 0, f(/a) - I t y jc( t(6)) - x*(0). Demostrar que se trata de una 
relacidn de equivalência en el conjunto de las representaciones regulares* De esta suerte, una curva 
regular orientada es una clase de equivalência de representaciones regulares relacionadas por câm¬ 
bios admisibles de parâmetro con derivada positiva* 

3.37* Demostrar que un segmento de arco x = x{£) en 1+ de un arco rectíficable x = x{í) en I es recti- 
ficable* 

3.38, Si x = x(£) en a < í ^ b es un arco rectíficable de longitud s y a < Íq < à, demostrar que el seg¬ 
mento de arco x - x(í) en o < í < íq y x - x(í) en t 0 < t ^ b son ambos rectifícables de longi¬ 
tudes respectivas y s 2 y t además, s = si + s%. 

3.39. Demostrar el teorema 3*4(iii), a saber: Si ’ x = x(s) es una representación natural de una curva Ç 
orientada y x *= x*(£) es cualquier otra representación de C t entonces ds/dt - |efx/d£]. 














Capítulo 4 


Curvatura y torsión 


INTRODUCCION 

Uno de los problemas fuudamentales de la geometria es determinar con exactitud, cuan- 
tificándolos, los elementos geométricos que distinguen unas figuras de otras. Por ejemplo, los 
segmentos de recta quedan determinados unicamente por su longitud, las circunferências y 
círculos por su radio, los triângulos por dos lados y el ângulo que comprenden, etc. Se demues- 
tra que este problema se puede resolver en general para curvas regulares suficientemente 
suaves. Veremos que una curva regular viene determinada por sólo dos cantidades escalares, 
liam adas curvatura y torsión, las cuales se exnresan como funciones dei parâmetro natural. 


VECTOR TANGENTE UNITÁRIO 

Sea x = x(s) una representación natural 
de una curva regular C. Utilizaremos la derivada 
dx/ds = x(s) para definir la dirección de Ia 
tangente a C en el punto x(s). Esto está de 
acuerdo con nuestra intuición geométrica, pues 

*, . x(s + as) — x(s) 

x(s) = hm —- r~ -- 

As-*0 AS 

x(s+As)~x(s) 
y AS 


es una secante de C como se 



aprecia en la figura 4-1* El vector x, además, F1g.4-i 

tiene la unidad de longitud, porque en una repre¬ 
sentación natural \dx/ds\ = [xj = 1* 

Si x = x(s*) es cualquier otra representación natural de C, entonces, de acuerdo con 
el teorema 3*4 de la página 54, s = =t= s* + constante y ~ 


dx _ dx ds _ dx 
ds* ~ ds ds* ~ ^ ds 


Es decir, dx/ds * tiene el mismo u opuesto sentido que dx/ds; ello depende de la orientaciòn 
de x = x(s*)> Así, pues, x es una cantidad orientada . En la figura 4-1 se muestra que esto 
ocurre en el sentido de los valores crecientes de s, ^ 

El vector x(s) se denomina vector tangente unitário de la curva orientada x = x(s) en 
x(s) y se designará por t - t(s) = x(s). 


Ejemplo 4,1, 

A lo largo de la h élice 

ãx 

dt = 

Entonces, 

dx _ dx dt 
~ ds dt ds 


x = a(cos £)©i 4 a (sen t )&2 + a t b ^ 0, 
—oísenÉ)®! 4 tt(cosí)e 2 4 &e 3 y - 


se tiene 
: (uP+b*)™* 


dx /ds _ ds. /I dx I 
dt/ dt ~ dt / I dt | 


(a 2 + 6 2 )^ 1/3 (—dfsent)©! + afcost)^ + &e 3 ) 
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en donde hemos utilizado el hecho de que ds/dt — \dx/dt\ (teorema 3;4). Obsérvese que a ]o largo de la héli* 
ce, la tangente unidad t forma un ângulo constante 6 = cos-i (t*e 3 ) - cos“* b{a£ -f &2)-l/£ con el eje de las 

Al igual que en el caso de la tangente unidad, a lo largo de la curva definirán otras 
cantidades geométricas, con base en una representación natural, Sin embargo, al emplear Ia 
regia de la cadena y la relación ds/dt = ldx/d£|, esas cantidades se podrán derivar respecto 
de un parâmetro arbitrário, como se vio en el ejemplo precedente. 

Si x = x(í) es una representación arbitraria de la curva C y tiene la misma orientaciòn 
que la x = x{s), entonces 

, dx _ dx ds 

x ~~ dt ~ ds dt 

en donde nuevamente utilizamos ds/dt = \dx/dt\. De esta manera, como era de esperarse, Ia 
derivada x f tiene la misma dirección que t, vale decir, es también un vector tangente a la cur¬ 
va, De este modo, tenemos la fórmula^ 

t = 

RECTA TANGENTE Y PLANO NORMAL 

La rectá que pasa por un punto x de una 
curva regular C y tiene la misma dirección 
que el vector tangente en x, se denomina recta 
tangente a C en el punto x* Véase la figura 4-2, 

De la ecuación (2 J) de Ja página 22, se infiere 
que la recta tangente en el punto Xo, = x(í 0 ) 
viene dada por 

x = xo + frto, ■ < k < 00 

siendo to = t(ío) una tangente unitaria enx 0 * 

El plano que pasa por x y es ortogonal a la tangente en ese punto, se denomina plano 
normal a C en x t De la ecuación (2,5) de la página 22, -se deduce que el plano normal en x fl 
viene dado por 

(x-xo) * to = <K 

Para designar un punto genérico de una figura, conviene introducir una segunda variable, 
por ejemplo, la y, que este relacionada con la x = x(t). Haciendo uso de este hecho, podemos 
expresar la ecuación de la recta tangente en un punto arbitrário x de C , en la forma siguiente 

y = x + fet, -«> < k < (4.2) 

y el plano normal en x, en la forma (y-x) ■ t = 0 (4.3) 

Por último, observamos que x' es paralelo a t, de modo que la recta tangente y el plano 
normal también pueden venir dados por las ecuaciones siguientes 

y = x 4 kx / r — *> < fc < oo 

y (y-x)*x' = 0 

respectivamente, 

Ejemplo 4.2* 

La tangente a la curva x = £e t + í2e 2 + £ 3 e 3 en í = 1 es 

y — x(l) H- fcx r (l) o sea, y — (1 + + (1 + 2k)e 2 4- (1 + 3 < k < « 

El plano normal en t = 1 es 

(y — x(l)) # x'(l) = 0 o sea, - 1) 4 (y 2 - 1)2 + (y 3 - 1)3 = 0 
o sea y x 4 2 y 2 4 Sy 3 — 6. 


x'/|x'| {4.Í) 



dx 

dt 


= t|x'| 
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CURVATURA 

Suponemos ahora que x = x(s) es una curva regular de clase — 2. Entonces el vector 
tangente t = t(s) = x(s) es de clase C 1 , y podemos considerar su derivada 

dt/ds = t(s) = x(s) 


Como se sabe, el sentido de la tangente unitaria t depende de la orientación de C; en 
cambio la t es independiente de ella. En efecto, sean: x = x(s*) cualquier otra representación 
natural de C y, por ejemplo, t* = dx/ds*, una tangente unitaria. Entonces, s = ± s* + 
constante y 
dt* 
ds* 


d í dx \ _ á dx"') _ ^ _d í dx\ ds _ , -.2 d_ í _ dt 

_ ds* \ds*J ~ ds* ásj ~ ~ ds \dsj ás* “ _ ds\dsj ds 


De donde se ve que t es independiente de la orientación. 

El vector t(s) se denomina vector curvatura de C en el punto x(s) y se simboliza con la 
expresión k = k(s) = t(s). 


Como quiera que t es un vector unidad, de 
acuerdo con el teorema 2.7 de la página 30, se deduce 
que k = t es ortogonal a t y, por tanto, paralelo al 
plano normal. Cuando este vector es distinto de cero, 
tiene sentido concordante con aquel en que se gira la 
curva, como se indica en la figura 4-3. 

La longitud dei vector curvatura se da mediante 
la expresión 

H = [k(«)| (4.4) 

y se llama simplemente la curvatura de C en x(s). El 
recíproco de la curvatura se designa por 

11 

p ~ W “ IM*)I 



(4-5) 


y se denomina radio de curvatura en x(s). 

Se llama punto de inflexiôn un punto de Ia curva C en el que el vector curvatura es k = 0, 
De esta suerte, en un punto de inflexiôn, la curvatura [k| es nula y el radio de curvatura p es 
infinito* 


En el problema 4,9 de la página 77, demostraremos que la curvatura es igual al valor dei 
cambio de dirección de la tangente respecto de la longitud dei arco* Y así, una curva en la 
que la dirección de la tangente cambia rapidamente con relación a la longitud dei arco, como 
es el caso de una circunferência de radio pequeno, tiene una curvatura relativamente grande, 
o lo que es igual, un radio de curvatura relativamente pequeno* 


Ejemplo 4*3. 

En la circunferência de radio a, x = a(cosí}ei 4- aísení)^ a > 0, tenemos 

—j = —afsentje! + a-(cos [^j — a 


t = 


dx 

dt 


/ 


ãx 
dt . 


-{sentje! 4- (cos í)e a 


dt 

ds 




dt dt 
dt ds 


dt /ds _ dt / 
dt/ -dt dt/ 


-({cos ftei 


(sent)e 2 ) 


Obsérvese que k está dirigido hacia el origen. La curvatura es constante e igual a |k| = |k| = Ifa y el ratiio 
de curvatura es p = 1 /[k| = a. De donde, como era de esperarse, el radio de curvatura de una circunferência 
es simplemente el radio de ésta* 
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Ejemplo 4*4, 

En la hélice x - a(cosí)ei d- a(sení)e 2 + &te 3f a > 0, b ^ 0, tenemos 


^ = — a-ísentje! -h cfcos t)e 2 -4* ^ — {a 2 b-) í/2 

t _ ^ /[ ^ — (a 2 4- í) 2 }-i/ 2 (_ a ( een í) ei -i- a(cos t)e 2 4- í>e 3 ) 

dt/ i dt 


y 


k 


= dt /1 dx 
— dt/ j dt 

^ (a 2 4- fc£)-i/2(-a(cos t)ej 

— a(sení)e2)/(° s + 

= " ^^((eos í)«i 4- (sent)e 2 ) 


Obsérvese-que k es paralelo al plano ^ 1^2 y esta dirigido 
hacia el origen, según se muestra en la figura 4-4. La cur¬ 
vatura es constante e igual a \k\ = jkl — a/{a 2 -r 


Si la curvatura cs identicamente nula a todo 
lo largo de la curva C, es decir, si jk| ^ 0, enton¬ 
ces t = 0 e, integrando, 

t = a, a = constante ^ 0 

Puesto que t = x, tenemos, mediante una nueva 
integración 



x = as 4- b, h - constante 


es decir, C es una recta que pasa por (&i, b», b 2 ) y es paralela a a - a íei + <^ 2^2 + Re’ 

cíprocamente, si C es la recta 

x = aí + b, a ^ 0 


entonces, 



De esta manera, tenemos el 

Teorema 4*1* Una curva regular de clase ^ 2 es una recta si y solo si su curvatura es idén- 
ticamente nula* 

Es posible obtener una fórmula que exprese la curvatura directamente como funcion de 
las derivadas de una representación arbitraria. Es así como en el problema 4*7 de la página 
77, demostraremos el 

Teorema 4-2 . Si x ^ x(í) es una representación arbitraria de una curva de clase ^ 2, 
entonces 

|k[ = jx' x x"!/>'! 3 


VECTOR UNITÁRIO NORMAL PRINCIPAL 

Puesto que C es de clase > 2, el vector curvatura k = t = x varía continuamente a lo 
largo de C; sin embargo, el vector unitário en la dirección de k, es decir, 

u k — k/jkj 

no está definido cuando k = 0, y puede dar un salto, como s.e,verá en los ejemplos que apa- 
recen más adelante. Y así, nos vemos precisados a considerar*no el propio vector Uk, sino un 
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vector unitário paralelo a k, cuyo sentido se escoja arbitrariamente, pero de modo que sea 
continuo a Io largo de C, siempre qúe ello sea posible. Este vector se designará con n = n(s) 
y se denomina vector unitário normal principal a C en el punto x(s). 

Observese que en caso de que C no tenga puntos de inflexión, es decir, si k(s) ^ 0, para 
todo valor de s, podemos escoger sencillamente a 

n = k(8)/]k(s)\ . 

como el vector unitário en la dirección de k. Obsérvese, además, que a lo largo de una recta 
se tiene k = 0, de manera que, en ese caso, el vector unitário normal principal n está inde¬ 
terminado. 

Una vez escogido n(s), existirá a todo lo largo de C unafunción continua k(s) tal que 

k(s) = k(s) n(s) (4.6) 

En todo punto de la curva donde n tenga la misma dirección y el mismo sentido de k, será 
k = |k|; en donde n sea de sentido opuesto al de k, k = — |k|; y en los puntos de inflexión, 
k = 0 y k = 0. 

La cantidad k(s), definida mediante la ecuación (4.6), se llama también la curvatura de C 
en el punto x(s). Es de observar, sin embargo, que por ser inicialmente arbitrário el sentido 
de n, la función k(s) sdlo está determinada si tiene asociado un signo; y, localmente, sólosu 
valor absoluto jsj = ]k|, (c j decir, la curvatura tal como se definió previamente), es una 
propiedad intrinseca .de la curva. 

Si multiplicamos (4.6) por n y utilizamos la igualdad n-n = [n[ 2 = 1, tendremos la 
fórmula 

k = k(s)*n{s) (4.7) 

Ejemplo 4.5. 

En toda la extension de la curva de tercer grado x = fei + que aparece en Ia figura 4-5, se tiene 


~ = ei + í*e 2 , 


dt \ 

k = t = 


- (1 + t = ^/|^j = (1 + t 4 )~ 1, ' 2 {e 1 + i*e 2 )' 

5 = l/lf I = -2«1+ 



(a) El vector k 


(i b ) El vector u k = k/|k| 



Fig, 4-5 


CAP* 4] - 


CURVATURA Y TORSION 


En t — D, k = 0 y tenemos un punto de inflexián* Aqui, u k presenta un cambio de sentido, tal como 
se rtuiestra en la figura 4-5(6), En efecto, el limite de u t cuándo t se aproxima a 0 por valores positivos, es 

- e 2 ) 


lim u k “ lim íTT 
t-+o+ t-+o+ |kl 


~ lim 


-t 


■ — e 2 ) — lim 


^ " ÍSS (i + t 4 ) 1 ' 2 

mientraa que, cuando t se acerca a 0 por valores negativos, el limite de u k es 

k 


lim u k - lim 


é-+ 0" lk| 


aqui hemos utilizado el hecho de que 


—t t 2 ®! — e 2 

íüío- |(|(l + t í ) 1/8<íiíei- * 2) ~ 1™ (1 + #) in 


Itl 


= {-í 


para t > 0 
para t < 0 


Si escogemos 


n 


k/|k| para t < 

a e 2 para í - 0 V 

k/jk| para t > 0 


—(1 + t 4 )^ 1/2 (( 2 e i — 


n variará continuamente 
ción (4.7), tenemos que 

k = k • n 


sobre la curva, como lo muestra Ia figura 4-5 (c), Para este n, de acuerdo con Ia ecua- 
■= [—2t(l + — e 2 )j * [—(1 + t 4 )- 1/a (í a ei — e 2 )] = 2f{l + ■ 


Ejemplo 4.6. 

Consideremos la siguiente curva de clase 
(véase el ejemplo 3,13 de la página 51): 

"te! -f e _i/íI e 3 para t < 0 


x 


* 0 para t = 0 

+ e _1/í2 e a para t > 0 



Tal como aparece èn la figura 4-6, la curva está toda 
en el plano para t < 0 y en el plano P ara 
í > 0. De esto se deduce que k está en el plano 
si t < 0 y en el plano XiX 2 si t > G. En este caso, 
es imposible definir a n de modo que sea continuo en 
t - 0, pues k da un salto dei plano *1*3 al plano 



*1*2* 

Como se ve por el ejemplo anterior, es posible que una curva de clase C* carezca de nor¬ 
mal principal definida en un punto de mflexión. Sin embargo, si la curva es analítica, siempre 
existirá una normal principal continua. Es así cómo en el problema 4*15 de la página 79, 
demostraremos el 


Teorema 4.3. Una curva analítica, que no sea una línea recta, posee un vector unitário 
normal principal, definido y continuo, en algun entorno de un punto de 
inflexión. 


NORMAL PRINCIPAL Y PLANQ OSCULÀDOR 

La recta que pasa por un punto x de una curva C y es paralela a la normal unitaria prin¬ 
cipal, como se ve en la figura 4-7, se denomina recta normal principal de C en x. De esto se 
sigue que la ecuación de la normal principal en x es 

y - x.+ kn t —< k < (4.8) 

El plano paralelo a la tangente unitaria y a la normal unitaria principal se denomina 
plano oscuiador de C en x. Del ejemplo 2.3 de la página 23, se desprende que la ecuación dei 
plano oscuiador en x viene dada por medio dei triple producto escalar siguiente 

[(y-x)tn] - 0 


(4.9) 
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Si utilizamos el hecho de que t = x, y que í - x es paralelo a n, entonces lá ècuacidn 
dei plano osculador, en un punto en que k 0, viene dada por la expresión 

[(y-x)xx] = 0 (4.10) 



Fig. 4-7 


Recordemos que la tangente a una curva en un punto se puede definir como la posición 
limite de una recta que pasa por dos puntos vecinos de la curva, cuando éstos se aproximan 
al punto en cuestión. De este modo, se obtiene una recta que en cierto sentido se ajuste mejoí* 
a la curva en el punto que se considere. Análogamente, se puede definir el plano osculador en 
un punto como la posición limite de un plano que pasa por tres puntos vecinos de la curva 
cuando éstos se aproximan al punto considerado. La recta tangente y el plano osculador son 
ejemplos de figuras geométricas que tienen cierto orden de contacto con la curva. En el pró¬ 
ximo capítulo se estudiará la teoria dei contacto éntre curvas y superfícies y, desde este punto 
de vista, se volverá a considerar el plano osculador. 

Ejemplo 4 , 7 . 

Consideremos la hélice x - (cos í)ei 4 - (sen í)e2 + te$. 

x' = (- sen í)e, + (cos t)e 2 + e 3 , |x'| = 

t = x7|x'| ~ (l/VâMí-seníJej + (cos í)e 2 + e 3 ) 
y k = t = t'/|x'| — —(-J)((cos í)e; + (senf)e 2 ) ^ 

y, como quiera que k ^ 0 para cualquier t, 

ii = k/|k| = —({cos t)e l (senf)e?) 

La ecuacién de la normal principal en t = x /2 es 

y = x(jt/2) + lcn{i?/2), o sea, y — (1 — k}e 2 + s 72 e 3 , —» < k < « 

y la ecuacidn dei plano osculador en í = */2 es 

[(y - x( J r/2))í( fl -/2)«( 1 r/2)j = 0 

fvi -1/V2 o\ 

o sea det f 3/3 1 0 1 J = 0, o Vi + íís = ir/2 

\ y 9 --/2 1 / V 2 0 / ' 
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BINORMAL. TRIEDRO MOVIL 

Sea x = x(s) una curva regular C de clase > 2 y supongamos que a todo lo largo de 
élla n sea continua. Entonces, en todos lós puntos de C tendremos dos vectores unitários 
contínuos y ortogonales, a saber: la tangente unidad t y el yector normal principal unitário 
n. Consideremos ahora el vector 

b(s) — t(s) x n{s) 


Obsêrvese que b es continuo y de longitud igual 
a la unidad, y que (t, n, b) forrnan una tema 
ortonormal dextrógira, tal como aparece en la 
figura 4-8. El vector b(s) se denomina vector 
unitário binormal a C en el punto x(s), y la ter¬ 
na (t(s), n(s), b(s)) recibe el nombre de triedro 
móvil de C. 

' La recta que pasa por x y es paralela a. b 
se llama recta binormal a C en x. De esta defi- 
nición se colige que la ecuacidn de la binormal 
en x es la siguiente 

y = x + kb, —«> < k < t*> (4.11) 

El plano paralelo a t y b y que, además, pasa 
por un punto x de C, recibe el nombre de plano 
rectificante en x. Su ecuación es la siguiente 

(y — x) • n = 0 (4.12) 




Fig. 4-9 


De este modo, en todo punto x de C tenemos las tres rectas y los tres planos característicos 
siguientes: 

Recta tangente: y = x + fet 

Recta normal principal: y = x + kn 

Recta binormal: y = x + fcb 

(y - x) * t = 0 
(y - x) ■ n - 0 
(y — x) • b - 0 


Plano normal: 
Plano rectificante: 
Plano osculador: 
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Ejemplo 4.8* 

Con relacidn a la hélice dei ejemplo 4*4 tenemos 


k = 


x ~ tf(cos í)ej + a(sent)e 2 4 bte$, a > 0, b ^ 0 
t - (a 2 4& 2 )~ 1/2 (-a{sení)e| 4>{cos í)e 2 4 òe 3 ) 

k 


^ãqrp((cos £)«! 4 (sen£)e a ), 


n — 


lk| 


= -((cos í)ei 4 - (sent)e 2 ) 


—&{a? 4 b 2 } 1/2 sent — eos £1 
a{a 2 + íi®) cos i — sent 
e 3 é(a 2 4 6 2 )-i ' 2 0 

t í® 2 + Í» 2 ) _1/2 {6{sení)e 1 — fc(cos £)e 2 4- ae 3 ) 

La ecuacíén de Ia binormal en t — íq es 

Y = *tfo> 4 &b(t 0 ) 

o sea, Y = (« cos í 0 4 A?6(a 2 4 6 2 )“^ 2 sento^ 4 (a sení 0 - kb{<fi 4 Ò 2 )"" 2 cos £ 0 )e 2 

4 (&£ 3 4 ak(a 2 4 b 2 ) _1/2 )e 3j — ® < k < * 

Ahora, bien, si introducimos el cambio de parâmetro 0 = k( a 2 4 62)” ^ tendremos 

y = (a cos t 0 4 eb sen^)^ 4 (asèn í 0 — eb cos íg)e 2 4 (òí 0 4aff)e 3í <e< » 

La ecuacién dei plano rectificante en t = t 0 es 

íy “ x(£ 0 )) 'iitÉo) = 0 

0 sea í ÍV\ — & cos í 0 )(— cos £q) 4 (y 2 — a senfgX— sen í^) ’ = 0 

0 í/i cos t 0 4 3 / 2 senífl = a 

Obsérvese que los planos rectificantes sou paralelos al eje jc 3 * 


TORSION* 


Supongamos ahora que x = x(s) es una curva regular de clase > 3 y que a todo lo 
largo de ella n(s) sea de clase C 1 . En ese caso, podremos hacer Ia derivada de b (s) = t(s) X 
n(s), y obtendremos 

b(s) = t(s) Xn(s) + t(s) x n(s) = K (s)[n(s) xn(s)] + t(s) x n{s) = t(s) X n(s) (4.13) 

en donde hemos hecho uso de la ecuación (4.6) y dei hecho de que a X a = 0 para todo a. 
Como quiera que nesun vector unitário, n es ortogonal a n y, por esta razón, paralelo al 
plano rectiãcante. De esto se deduce que n es una combmación lineal de t y b, por ejemplo 

n(f?) = fi(s) t(s) + t(s) b(s) 


Sustituyendo èn (4.13), se tiéne 


Í»(S) = t(s) X [„(S) t(s) + t(s) b(s)] = r(s)[t(s) X b(s)] 


o 



r(s) n(s) 


(4.14) 


en donde utilizamos el hecho de que (t, n, b) es una tema ortonormal' de$trógira y, en conse- 
cuencia, t'X b = — n. 


_ funcion continua t (s) que define la ecuacidn (4.14) se denomina segunda curvatura, o 
torsión de C en x(s). Obsérvese que si hacemos el producto escalar de (4.14) por n, obtendre- 
itíbs la fórmula 

' Tfs) ~ -b(s) n(s) (4.15) 
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Es de observar que el signo de x es independiente dei sentido de n y de la orientaciòn de 
C y, por^ tanto, es unâ propiedád" intrínseca de la curva. En efecto, supongamos, en primer 
lugar, que cambiamos el sentido de n, es decir, que hacemos n* = — n, entonces b* — 
t Xn* = t X (-n) = ~b y, de acuerdo con la ecuacién (4.15), tendremos 

r * = -í>* • n* = -(-b) * (-n) = “b • n = r 

Y, de esta suerte, x .es independiente dei sentido de. n. En segundo lugar, supongamos que se 
cambia la orientación de la curva, es decir, que hacemos s = — $* + constante. Entonces 
t* = — t. Además, 

= t* x n = —(t x n} = -b 


T>* 

db* 

ds* 


db* ãs __ _db db 

ds ds* — ds ' ' ds 


db* 

ds* 


n = 


ds 

db 

ds 


de modo que nuevamente, r* = 
que es el resultado buscado. 

Ejemplo 4.9* 

Consideremos de nuevo la hélice 

x = a{cos t)«i 4 a(eezi£}e 2 4 bte 3f a> 0, b ¥= 0 

Remitiéndonos al ejemplo 4.8, tendremos 

b = (a 2 4 6 2 ) _1/2 (6{sent)e 1 — 6(cos t)e 2 4 ae 3 ) 

b = = J/|^| = (a 2 + b2)-'(b(c°s t)^ + È(sent)e s ) 

La torsidn ee constante e igual a 

r =.—b*n = —{u 2 4 & 2 )“ 1 (6(cos t)ei 4 6(sent)e 2 ) * {{—cos £}ei — (sent)e 2 ) = 6/(a 2 4b 2 ) 

Obsérvese <^ue si b > O (de modo que t > 0) la hélice será una curva dextrdgira, tal como lo muestra la 
figura 4-10(<i)* Si b < 0 (de modo que t < 0), la hélice será una curva levégira tal como lo muestra la figura 
4*10(6), Y como el signo de t es una propiedád intrínseca, concluímos que estas dos curvas no se pueden 
superponer. 



(a) J Hélice dextrógira, t > 0 



Fig* 4-10 


(6) Hélice levégira, t < 0 


Si la torsión^es idénticamente nula a todo lo largo de una curva x = xis), o sea, si 
x = o, entonces b = -xn s 0. Y, por tanto, b = constante = b 0 * Consideremos ahora la 

■^(x*bo) = i*b 0 = t-bo. 

Puesto que t y b 0 son ortogonales, entonces ^(x-b 0 ) = 0 e, integrando nuevamente, 
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Es decir, x = x(s) es una curva plana situa¬ 
da sobre el plano x*b 0 = constante. En par¬ 
ticular, x = x(s) está en su plano osculador, 
como se muestra en la figura 4-11, La recí¬ 
proca es también verdadera. De este modo se 
llega al 

Teorema 4 * 4 , Si una curva es de clase ^ 3 
y a todo lo largo de ella n es 
de clase C 1 , entonces se tra¬ 
tará de una curva plana si y 
solo si su torsidn es idêntica- 
mente nula. 

A no ser que digamos otra cosa, supondremos que las curvas con las que trabajamos son 
curvas regulares de clase ^ 3 y que a todo lo largo de ellas n es de clase C 1 * En este caso, se 
deduce que t es continua y que k> t, n y b son de clase C l * 

Es posible, además, disponer de una fórmula conveniente para la torsión por medio de 
una representación arbitraria. En el problema 4.19 de la página 81, se demostrará el 



Teorema 4*5* 


En un punto de una curva 


x “ x(í) en el que k ^ 0 , es 
fx'x"x'"] 


INDICÀTRICES ESFERICAS 

Los vectores unitários tangentes, al desplazarse a 
todo lo largo de la curva C , engendran una curva T 
sobre la esfera que tiene el centro en el origen y el radio 
igual a 1 , tal como se muestra en la figura 4-12, La 
curva T recibe el nombre de indicatriz esférica de t* 

Si x - x($) es una representación natural de C, 
entonces Xi = t(s) = x(s) será una representación de 
I\ Sin embargo, en general s no es un parâmetro natu¬ 
ral en toda la extensión de Xi = t(s), porque 


dxi I __ 

dt. 

ds 1 

ds 



\ 


De hecho, Xi = t(s) es una representación natural de Fig, 4-12 

T si y sólo si a todo lo largo de x = x(s) la curvatura 
es |k| ss 1 , 


En forma parecida, consideramos la indicatriz esférica de la normal unitaria x* = n[s) 
y la indicatriz esférica x 3 = b ($) de la binormal unitaria* 


Ejemplo 4*10* 

Remitiéndonos a Ia hélice de loa ejemplos 4.8 y 4.9, tenemos 

x = a(cos í)cj -h a(sení)e 2 4* bte 3 a > 0, b 0 
t = (a a + & 2 )-i/ 2 (_ (^(senf)®! H- a(cos í)e 2 + 663 ) 
n = —((cosí)ej 4* (sení)e 2 ) 
b — (a 2 + 6 2 )^ I/a (6(seíií)e! — ò(cos t)e 2 + ae 3 ) 
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Observese que t, n, b tienen constantes sus componentes respecto de e 3 , de suerte que sus imágenes esféri¬ 
cas son circunferências con centro en el eje # 3 . 

El radio de la indicatriz esférica de t y, por tanto, su radio de curvatura, es 

' __ 6» V /2 _ q 

p t " ^ a 2 + 63/ “ (a2-h 62)1/2 

Los rádios de curvatura de Ias indicatrices esféricas de n y b son p n — 1 y p t> ~ (a* + b 2 )i /2 ’ reepec * 
ti vam ente. 


Problemas resueltos 

RECTA TANGENTE Y PLANO NORMAL 

4 . 1 , Hallar las ecuaciones de la recta tangente y dei plano normal a la curva siguienté 

x = (1 4- £)ei — t 2 ea + (1 + t 3 ^ 

en t = 1 . 

x f = — 2íe 2 + 3 ^ 63 , x{l) = 2e L — e 2 4- 2e 3 , x'(l) = e t — 2e% -f 

La ecuacíon de Ia tangente en í = 1 es 

y — x{l) + fex'(l) , o aea, y - (2 + k)e l — (1 4- 2fc)e 2 + (2 4- 3fe)e 3 

La ecuacién dei plano normal es 

(y — x(l)) ■ x'(l) “ 0, 0 sea ? {y x — 2) + (y 2 + 1)(—2) + (y s — 2)3 =0, o, 1/j — 4- 3y 3 = 10 

4.2, Hallar las intersecciones dei plano xix* con las rectas tangentes a la hélice descrita por 

x = (cosf)ei + (sení)e 2 + Íe3 (t > 0) 

La tangente en un punto x cualquiera es 

y = x + o sea, y = (cos t — k sen£}ei + (sení + k cos í)e 2 4- (t + k)e% 
o, también, utilizando a x como vector de posicíón, 

aq = cos t — k sení, %% = sení -4* Jc cos t t — t d- k 

La ecuacién dei plano XjX* es jc :í = 0. Y, en consecuencia, sobre él, a todo lo largo de la interseccién, 
sera f + k = 0, o sea s k = —L De modo que las intersecciones forman la curva 

a?! — cost + isení, x% = sení — í cos í, r 3 — Q 

4.3, Demostrar que los vectores tangentes a lo largo de la curva x = ate: + bt 2 e 2 + t*e 3 , 

(siendo 2b 2 ™ 3a), forman un angulo constante con el vector a - ei + e 3 . 
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x' = ae t + 2 bte 2 

|x'[ = (^+462(2+9^4)1/3 - { a 2 + 6aí 2+9t4)m _r a + 3 * 2 


en donde hemos hecho uso de la igualdad 2 fi 2 = 3o, Entonces, el ângulo que forma la tangente x f 
con a es el 



cos" 1 


f o + 3t 2 | 

l(tt+3í a ) vãJ 


cos -1 (t/y/2) 


jr/4 


4.4. Se da el nombre de hélice general, o hélice cilíndrica q curva de pendiente constante, a una 
curva que, como en el ejemplo precedente, tenga un vector fijo en el espacio, ai cual 
se le llama eje. de la hélice, tal que el ângulo « que forme cada vector tangente^con el 
eje sea constante. Se excluye el caso en que sea <x = Õ, para el cual los vectores tan¬ 
gentes son todos paralelos; entonces (véase el problema 4.28) la curva es la línea recta. 
Demostrar que una hélice general tiene una representacidn natural de la forma 

x = ®i(s*)ei + Xs(s*)et + s*(cosa)e3 

Supongamos que la hélice está situada en forma que el origen sea un punto de la curva y 
paralelo al eje de la hélice. Entonces, 

cosa — eos 2 í_(t F es)' = ** e 3 “ " ^3 

Integrando Í 3 = cos or* se tiene 

— s cos «te, c = constante 

Si %/2 hacemos s*= c/(cos a). Entonces *3 = s* coe a y tendremos una representacidn 

natural de la forma 

x = + * 2 ( s *d- a*(cosa)e a 

como se deseaba. Si a = iu/2, entonces jc 3 = c — 0, pues el origen es un punto de la curva. De 
esta suerte, 

x = 

En este caso, la curva está en el plano x\x& e* 


CURVATURA 

4.5) Hallar el vector curvatura k y la curvatura |k[ de la curva descrita por 

x = tei + it a ej + ■ 

\ 

en el punto t =■ 1.. 

x' = ej -r f «2 + í 2 e 3 , |x'| = (1 + í*+ , t 4 ) l/1 

t - xV|*T= (1 4- t 2 + t i )~ ut (e 1 + ie 2 + t a «a) 

f = (1+ t 3 + í 4 )- 1 / 2 (e 2 + 2te 8 ) - (e! +te 2 +í®e g )(l+í 2 + í 4 )” 3/í (* + 2tS ) 

= ~(1 + t a + t 4 )-^ í [(2í3 + í)e, + (t*-l)e 2 - (t 3 + 2t)e g ] 
k = t = í/|x'| = —(1 + í a + í 4 ) -3 [(2í 9 .+ t)«i + (fc 1 — l)e 2 — (í* + 2í)e g ] 

En t = 1 se tiene k - - £(ei — e 3 ) y [kJ ~ [k[ - & 



Demostrar que Ia curvatura [fc*J de Ia proyección de una hélice general (véase el pro¬ 
blema 4.4) sobre un plano normal a su eje, viene dada por |k*| - |ic|/sen 2 a, donde 
a ^ 0 es el ângulo que forma el eje con los vectores tangentes a la hélice y |k| es Ia 
curvatura de la hélice* 
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Sea la hélice x = x(s) cuyo eje es un vector u de 
longitud igual a Ia unidad. Como puede verse en la figu¬ 
ra 4-13, la proyección de la hélice sobre un plano perpen¬ 
dicular á u y que pasa por el origen, es Ia curva 
x* = x(s) — (u • x(s))u 


Obsérvese que, en general, $ no será un parâmetro natu¬ 
ral de la proyección x* — x*{s). Si derivamos, se ob- 
tiene 

dx* 

—— “ t — (u*t)u = t — (cosa)u 

a& 

y 


dx* 1 

r dx* 


ds t ” 

[_ ds 

da J 


= ((t*t) — 2(C0Sff)(t*u) + (COS 2 a)(ll*u)] 1/2 

= [1—2 cos 2 a + cos 2 ar] 1 ' 2 = Sena, 

0 < cc < r 



Fíg. 4-13 


Así, pues, 
y por último, 


t* = 


kl 


dx* /1 dx* _ t - (cos <t)u 
ds / j ds sena 



y 


dt* 

ds 


11 [Mn 2 a = 


= t/aenof 
|ic|Mn 2 a 


Demostrar el teorema 4.2, a saber: En todo punto de una curva x = x(£) de clase 
> 2, |k] = lx' X x"[/|xM s . 


dx 


dx ds _ * , 

ds dt ~ x *’ 


- - & 


+ s' 


dk 


dt ds dt ~ ™ ’ ~ dt'™ f * dt dt 

X'XX" = (is')X (is" +x(s') 2 ) = M 3 (ixi) - |xf(xXx) 


i*" + (í') 2 X 


en donde utilizamos la expresión s f = ds/dl = [x'|. Entonces, 

|x'Xx f, | = |x f | 2 |xXx| = |x '[ 3 jx| |x.| een 2 ^_(x,x) 

Pero, x - t y x = t son ortogonales, |x| - 1 ? |x| = |t[ — |k|. Por tanto, [k| = |x' X x ,/ [/|x'j 3 - 

4*8, Demostrar que una curva x = x(t) de clase ^ 2 es una línea recta si x(£) y x^it) son 
linealmente dependientes para todo valor de í* 

Puesto que |x' X x' r | =0 si x' y x ff son dependientes, tenemos que [k| = [x f X x r, \/\x f p = 0 
para cualquier valor de t. Y, en consecuencia, de acuerdo con el teorema 4.1 dé la página 67, x — 
x(f) es una recta. 


4*9. 


Supongamos que x = x(s) es de clase ^ 2 y que A6 representa el ângulo que forman 
la tangente unitaria t(a) en x(s) y t(s + Às) en un punto vecino x(s + Às), Às > 0, 
como se muestra en la figura 4-14(a). Demostrar que la curvatura viene dada por 


A = lim 


À0 

ÀS 


d$ 

ds 


jEs decir, |k| es la medida de la rapidez de variaciÓn de la direccidn de la tangente res- 
pecto de la longitud de arco. 



Fig. 4-14 


(ft) 
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Como t es un vector unitário, entonces ]t (s 4 As) — t(s)[ es la base de un triângulo isósceles 
cuyos lados son iguales a 1, como se ve en la figura 4-14(6) + En consecuencia, 

|t{s 4 Aí) — t(*)[ = 2sen(£A0) = Aô 4 o(Afl) 

en donde utilizamos el desarrollo de Taylor para expresar la función seno. Entonces, 


[ ( _ 1 li _ 

I lim t<: * + AS > " 

«(*} 


lim 

At-+0 

t(s + As) — t($) 

1*1 - 1*1 - 

\à*-+Q AS 



As 

= ■ 

lim *+ ** 
AÍ -+0 As 

- 

lim 

Ai^+ 0 | 


Y como lim Aô = 0, entonces, 

lim Sièú = 0 
As-hC A$ 

y 1 

*1 = 

lim 

A$ _ dê 

As d&' 


4.10- Demostrar que, si todas las tangentes a una curva x = x(s) de clase 2 tienen una 
intersección común, aquella es una recta. 

Supongamos que yo es la intersección comun de Ias rectas tangentes y = x(s) + £t(s). Enton¬ 
ces, para cada s, a todo lo largo de Ia curva, existe un k = k(s) tal que 

y 0 = x(s) 4 íc(s)t(s) 

Observese que sobre una recta tangente y = x(s) 4 kt($)> se tiene que k = 0 si y sólo si y perte- 
nece a la curva. De esta suerte, sí suponemos que la curva es simple (que es el caso, localmente), 
entonces k(s) ^ O, excepto, tal vez, para un solo valor de s, llamémoslo sq. Derivando la expresión 
anterior, se tiene 

0 = i 4- íc t 4 ki — (1 4 fe) t 4 kt 
Multiplicando por t 0 — (1 -4* k ){t * t) + k( t * t) 

Puesto que t es ortogonal a t, entonces 0 = Aj1| 2 , o sea, 0 = A|kX Y, puesto que k(s ) ^ 0 para 
s^$ g ,\k\ — 0 para s ^ s 0 - Pero, | k| es continua. Portanto, | k j = 0 para cualquier s y, dei teorema 
4,1 de la página 67, se deduce que x = x(í) es una recta. 


TRIEDRO MOVIL 

4.11. Hallar una normal principal unitaria y una binormal unitaria, continuas, a todo lo 
largo de la curva siguiente 

X = (3t-í s )ei + 3É 2 e a + (8É+ (*)«* 


s 


x' — (3 — 3^)e! 4 6íe 2 "b (3 4 3£ 2 )e 3 
B[(l-t 2 ) 2 4- (2f)* + (1 + í 2 ) 2 ] 1 ' 2 - (1 + 2t 2 4 f*) 1/2 = 3^2(1 4 í 2 ) 

1 


t = 


_ar 

I*' 


k - t 


J1 

!x'| 


V2(14£ 2 ) 

2tej + (1 — í 2 )e a 

3(1 - W 3 1 


[(l-í 2 )e, + 2^ + (1 + t 2 )e s ] 

,. i !(2t) í +(i-t 2 ) a ) t/2 
k 3(1 + f 2 ) 3 


3(1 + í 2 ) 2 


Puesto que k 0 para todo valor de t, podemos escoger 

■ = 6 ■ 


t X n = 


V2(l + í 2 ) 2 

-1- ( 

\/2{l + t 2 ) 2 

1 


-21 

- d I 

1 - t* 

4- (S 


1 4 £*** 

'ei 

1 - t 2 

-2 1 ' 

«2 

2 1 

1 - t 2 

e 3 

1 4 £2 

0 


-(1 + t 2 )(l - t 2 )e, - 2í(l + t 2 )e 2 + (1 + í 2 ) 2 e 3 ] 


V^{1 + t 2 ) 


[(i s — l)ei - 2te a + U + ( 2 )e 3 ] 


r 
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4*12, Demostrar que h en toda la extensión de una curva x — x(í)? e l vector x es paralelo 
al plano osculador y que sus componentes respecto de t y n son jx'i' y k|x'] 2 , respec¬ 
tivamente. 

Derivando x' — = respecto de t, se tiene 

x" = ta” 4- tV = ts”4ís' £ = ts'' 4 n*s' 2 

en donde t = Kii, de acuerdo con Ia ecuación {4.6). De aqui se deduce que x" es paralelo al plano 
osculador y que sus componentes respecto de t y n son ixT = s tf y K-.x \2 = ks 2, respectivamente. 

4«13. (a) Si x' y x rf son linealmente independientes en un punto x en toda la extensión de 
x = x(£), demostrar que el plano osculador en x es [(y — x)x'x ff ] = 0. ( b ) Utilizar 
esta fórmula para hallar el plano osculador de la curva x = íei + t 2 e 2 + í 3 e 3 en í - 1. 

(a) En el problema anterior vimos que x" es paralelo al plano osculador y ya sabemos que x' es 
paralelo al plano osculador por ser un múltiplo de t. Como hemos supuesto que x ^ x son 
independientes, se deduce que x' X x" es un vector, no nulo, normaUl plano osculador en x + 
Por esta razón, la ecuación dei plano osculador en x es [{y —x)xx ] — 0. 

(b) x f — e t 4- 2£e s + 3t 2 e 3 , x” = + 6£e.^ 

De esta suerte, el plano osculador en t — 1 es [{y ^ x(I))x (l)x (1)1 — 0, o sea 

/vi-1 1 «A 

det \y* - 1 2 2 = 0 

\Vz - 1 3 6 / 

de donde, 

( yi - 1)6 - (y 2 “ 1)6 -h (v,i- 1)2 = 0, o sea, 3^ - Sy 2 + Vz = 1 


4.14. Demostrar que los puntos de la hélice x = a(cos£)^r+ t)e^ + bte^ cuyos pla¬ 

nos osculadores pasan por un punto fijo, están en un plano. 

Supongamos que x* = a{co$h )e L + ^(sen íx)e 2 + e 3 representa los puntos de la héhce 
cuyos planos osculadores pasan por el punto y 0 - y 0 i«n + 3^02^2 + ^ 02 ^ 3 - Fácilmente se venfica que 
x' y x" son independientes entre sí para cualquier valor de í. De este modo, la ecuación dei plano 
osculador en x es [(y, - xlxYI = 0. Por tanto, para cada valor de X, 

[(yo “ x(£x))x í (£ x )x”{£ a )] = 0 

A 01 - a cos ^ 

O det 3/02 - a senÉ ^ 

^2/03 — 

o, también, desarrollando el determinante 

De esta suerte, pues, los x x — a(cos £0 e i a^senÉ*)^ + ^^3 sstán en el plano 

^ 02^1 ^ by QX X2 + — oPVw* 


- a sen£ x - a cos t x \ 

a cos fx — a sen^ j — 0 

ò 0 / 

{by^ia cos t K ) — (ÍJy 0 i)í a seníx) d- (a?){bt K ) = Q?Vni 


4.15* Demostrar el teorema 4.3, a saber: Si x(s 0 ) es un punto de inflexión de una curva 
analítica x = x(5), que no sea una línea recta, entonces en un entorno de s 0 existe un 
vector unitário normal principal continuo n(s) de la curva. 


Supongamos que xC^(so) es la primera derivada de orden k > 1, no nula, de x(s) enfi 0 ' # Fvesto 
que x *= xís) no es una recta, tal derivada, no nula, existe. De hecho, es k > 2, porque t(s 0 ) = 
x(sq) = 0 en un punto de inflexión. Entonces, podemos escribir 


x - x(ín) + x(s 0 )(s-Sq) -h 


H* a ) 


kl 


(s- 


x ffe+l) (s 0 )(í-«o) k4 
{k + 1)! 
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Entonces 


t = x 


X^tSoKs-So)*-* X (k+1) (*o)-(®-«o)’ t . 
x(s 0 ) + -———- + -n-H 


(*-D! 


kl 


k = t = 


x ífc, (®o)( 8-s o) k-2 , *><« 0 >(a — «o)*- 1 , 

T ■" ' ' 7T h\ * ' .. ' 


= (s-*„)*“* 


(&-2)! ' ■ <fc — l)í 

x (,t) (s 0 ) x<*+l>(«„)( g — s 0 ) 


rx (k) («o) 

L(fc-2)! 


+ -Dl ' + 




(s - S 0 ) k ~ 2 Vf(s} 


en donde w (s) es analítica en sq y w(s 0 ) = ^ ^ ^ 0. Puesto que w(s) es ciertamente continua en 

$ 0 , existe un entorno Ss(so) tal que w(s) ^ 0 para s en S^(sq}* Consideremos, ahora, el vector n ~ 
w(s)/|w(s)|. Para s en S&(so), el vector n es continuo, de longitud igual a la unidad, y k = t es un 
múltiplo de n; porque 

k = (s - e 0 ) fc ~ 2 w(*) = íí"ffo) fc_a I w Wl = {s-8 0 )*- 2 \w{s)\n - K(s)n 

que es lo buscado, Obsérvese que para este n y k - [kj sii k es par o sea, ((s — sq)* - 2 ^ 0). En otras 
palabras: 

|k| para s — s 0 . T í) / l> 

-[k| para s < s & 


í 


xO* 1 


T “ ! ‘M f 

// C' 


TORSION 

4.16. Con la ayuda de las fórmulas de los teoremas 4.2 y 4.5, Hallar la curvatura y la torsión 
en cualquier punto de la siguiente curva 

x . = (3í — É^Jet + 3 t 2 B% + (3í + 


\x f X x ft \ I [(3 ” 3t 2 )e! + 6te 2 +■ {3 + 3£ 2 )e 3 ] x [—6^ + 6e 2 4- 6te 3 ] | 

^ “ y|* = I (3 - 8Í®)«, + 6to, + (3 + 3i®)e 3 ] 3 

18|(*-l)« 1 -2to l + (l + t*fc,| 2 

27j(l-í i )e 1 + 2íe 2 + (l + í 2 )e 3 i 3 " 3(1 + í 2 ) 2 

[xW"] _ (x' X x") • x'" _ 18 [(í* - l)ei - 2to 2 + (1 + í s )e 3 ] • 6f—e x + e 3 ] _ 2 

r ” jx' X x"|* ” [x' X x"p ” 18® | (t* - 1)«! - 2to 2 + (1 + t®)e s | 2 ‘ “ 3(1 + t*)* 

Obsérvese que a lo largo de esta curva, |k| = 


f 

■ ' ' "\ 

4*17, Demostrar que en cualquier punto de una curva x = x(s), x*— * 2 t + ín + T K b. 

Derivando x = i = kii, tendremos 

x* = *n -j- Kií — *^(b X t) + íu — íc(b X t + b X t) + £n 


en donde utilizamos el hecho de que t, n, b forman una terna ortonormal dextrdgira y, por tanto, 
■ + * C 

n - b X í. Haciendo nuevamente uso de t — kh y también b = -^n f tendremos 

X = ^(b x n) — kt(h X í) H- «n — t) + Krb + ín ^ 

<r 

■ p ’ _ "f ■■ - ■ "• ^ ; 

4.18. Demostrar que en todos los puntos de una curva x = x(s), [xxx‘] = k 2 t. 

Utilizando el resultado dei problema anterior, se tiene 
x X *x = tXx = fcn X (— &H + «n + rjcb) ’■= ^K 3 (n X t} +. kk(ii X n) + X b) “ K 3 b 4- T* s t 
pues t, n, b forman una terna ortonormal dextrdgira. Por último, 

[ix'x ] = X - X X *x = t * X X x' = * b) 4- T* 2 {t *t} — TK 2 

pues, t-b = 0 y t»t - 1, 
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4,19; Demostrar el teorema 4.5, a saber: En todo punto de una curva x — x(£) donde k ^ 0 S 
la torsión viene dada por la expresión 

[x'x^x /7 '] 


dx 

d9 


dx dt _ ,j 
dt ds ’ 


|x' X x"] 2 

d 


^x'D = + ^ + 


- A. ( x 'í4-x"Í2) = x'T + x" t V + x"2Íí* + x"'t 5 = x' i + 3x"t t + x"'i 3 
da 

De donde 

[x*x*x ] = (x'í) ■ (x'V + x"í®) X (x'T + 3x"f V + x'"é s ) 

= (x'i) ■ [3 V 2 t(x' X x”) + t t®(x' X x"') + i 2 'i\x" X x') + í s (x" X x"')l 

= t®í 2 [x'x'x"] + i [x'x'x"j + í s T[x'x'V] + í 6 [x'x"x"'] 

Como [x'x'x"] = 0, entonces, . v 

[xx’x] = í«[x’x'V"S, osea, [xx‘x] = —j^js - 

nues i -- — — —-— =^" —, Con la ayuda de los resultados dei problema precedente y sa- 
y ' ds da/dt |x'l . 

biendo que k = ,X '.^- (teorema 4.2), tendremos 


fx'x"x"'; 

k 2 |x'Í 3 


’ xx"| 2 


4,20. Demostrar que si todos los planos osculadores de una curva tienen un punto de inter- 
sección común, la curva es plana. 

La ecuacíón dei plano osculador en x es (y - x)-b - G. De esta suerte, si y 0 es el punto de 
intersecciòn común, entonces (yo — x)-b = 0 para todo s. Derivando y haciendo uso de ec o e 
que x = t y b son ortogonalee, se tiene que 

(yo — x ) * b — 0 , o sea, T(y 0 — x) ■ n = 0 


pues b - -tü. Supongamos, ahora, que la curva no es plana. Entonces, de acuerdo con el teorema 
4.4 de la página 74, existe un punto $o y, por tanto, un entorno suyo, donde -r ^ 0. De esta 

suerte, en S Ê (s ft ), tendremos que (y tí - x)*n = 0; es decir, que y 0 - x es ortogonal a n. Pero, 
además, (yo - x)*b 0; y, de aqui, y 0 - x es paralelo a t. De esta manera, existe un h - k(s ) 
tal que para s en Ss(s 0 ), y 0 - x = ht, o sea, yo = x + kt; es decir, que (véase el problema^ 4.10) 
el punto yo es también la interseccidn de las tangentes. Pero; entonces, en S^(so) la curva seria una 
línea recta, lo cual es imposible porque t ^ 0 en Sè(so)* Por tanto, t - 0 para todo valor de s y a 
curva es plana. 


4*21- Demostrar que una curva es una hélice general si y solo si t/k es constante cuando 
k ^ 0 y t = 0 siempre que k = 0. 

Supongamos que x - x(s) es una hélice general cuyo eje u tiene la unidad de longitud y que 
Pu = cos 3 . Recordemos (problema 4.4) que se ha excluído el caso en que ci - 0 que correspon¬ 
dería a una recta paralela a u. De este modo, para cada valor de $ existe un vector unitário, unico, 
b*(s) ortogonal a tfs) tal que u - t cos « „+ b* sen «. Es evidente que^ b*(^) y n*{s) = b*(s) X 
t(s) son derivables continuamente. Derivando a^ t-u = cos k se obtiene t* (t cos a + b* sen a) - 0 
y, como quiera que t*t = 0, se deduce que t*b* - 0. Y así, los n = n* y b - b* se pueden 
escoger, en su orden, como la normal unitaria principal y Ia binormal unitaria, a todo lo largo de ia 
curva. A partir de la expresión 

0 = u = t cosft + bsena = kneosa — m sena 

concluímos que t/k = cot « = constante, siempre que k ^ 0, y que t - 0, siempre que k - 0. 
Récí procamente, supongamos que t/k' = cot a siempre que k & 0 y t - 0 ? siempre que k = 0. 
Entonces ic cos a - t sen a = 0 y, en consecuencia, t cos a + b sen a = 0, o sea, integrando, 
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t cos « + b sen « = u = constante. De esta suerte, u es de Iongitud igual a Ia unidad y t-u = 
cos a = constante; es decir, x = x(s) es una hélice. 


4.! 


!, Demostrar que, en cualquier punto de una curva regular x = x(s) de clase ^ 4, 




X' 


[íí** 11 ] = 4Q 


y, en consecuencia, x = x(s) será una hélice general si y solo si [xx*x (41 ] = 0. 

Remítiéndonos ai problema 4.18, x X *x* = «3b 4- tkH. Derivando, se tiene 

x X x (4J = {jtt*^** + * 3 b r * 2 * 

= (á* 3 ) b - r * 3n+ (í ™ 2 ) 1 + = (í K 3 ) h+ (fs^y 


Entonces, aplicando ei problema 4.17, se tiene 

*x * x X x C4 > = {—#^t + Kn 4- Tííb) * ^ 1 


_ 2 ^ o _|_ d _ 

— — K C -7~TK^ + TK —T K ó ' 

da ds 


— — 2tk?k 4 Stk** = -k 3 [kt “ ir] — 


Así, pues, [xx'x w *] == —{x*x x í4) ] = * 5 

Si X = x(s) ea una hélice general, entonces en cualquier punto de la curva o es k = 0, o es t/k = 
constante, de modo que [*x x* x (4) ] = 0. Recíprocamente, si [Sí x í4) ] = 0 y si, además, no existen 
puntos de inflexfón, de tal manera que sea kpíO, entonces se puede concluir que kA — constante, 
y, por esta razén, x = x(s) ea una hélice general. 



INDICATRICES ESFERICAS 

4*23t Demostrar que la tangente a la indicatriz esférica de la tangente a la curva C es para¬ 
lela a la normal principal de C en los puntos correspondientes. 

Supongamos que xj - t(s) representa la indicatriz esférica de la tangente a la curva x = x(s). 
Pero, un vector tangente a xi - t(s) es de la forma 

—1 - t(s) - k(s) n(s) 

que es ei resultado esperado. 




4.24. Demostrar que la curvatura de la indicatriz esférica xj = t(s) de la tangente es 4 

(«* + t 2 )/k 2 . , ... .-. 

- 

De acuerdo con el teorema 4.2 de la página 67, ee tiene que : l^j = 
segun el problema 4.18, será ! 1 *HL_ J 


H 3 


tal = 


U3b + r«2t| _ jjcb + rt| 


W 3 


o sea. 


K 2 - 
K 1 


_ |*b + TÍ \ 2 __ (icb 4 Tt) * (jcb + rt) __ 4- T a 

k 2 Jr2 ít2 


4.2S. 


Demostrar que la torsión de la indicatriz binormal x 3 = b(s) de una curvu suficiente- 
mente regular es r, = . 

3 t{k z + r 2 ) 


S 
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Utilizamoa el teorema 4.5 de Ia página 74 para hallar a t 3 . Sabiendo que b ' tn * tendremos 
-b = fn + r h = ÍB+r|(bXt) = fn + r[(b X t) + (5 X t)] 

= ín + r[-r(n X t) + K(b X h)] = ín + r 2 b - kH 

Entonces, 

bxb = (rn) X (ín + T*b — ktI) = r 3 (n X b) - 7 ^{n X t) = i»t+A» = r^t + xb) 
y b X*b = ^(b X b) = Xt 2 ^* + cb) = 2rr(rt + itb) + T 2 (rt + rt + xb + xb) 


ds ' 

= 2rT(rt+icb) 4 T^ííí + jctII 4-ib — rien) 

4 = 2rí(rt + (tb) + T 2 {ít + íb) = Sr^rt + (2ttií + T^ijb 


De este modo. 


y, finalmente, 


[b b*b ] - -b ; (b X*b )/= (rn + ^b - «Tt) • [3r 2 ít + (2 tt« + *r*)b] 

r/ s = r 3 !—3<f -)- 2 kt + rí] . = r*(rí — jct) 

Ib^b] ^ _ ri-~ 

rs “ ~ W + ■ ^ a + Tâ ) 






* 



Problemas propuestos 

Hallar la intersección dei plano con el plano normal a la curva x = (cos f)ei + (sen f)e2 + íe 3 
en el punto t — */2. Resp. — v/2 , se, — k, as 3 — 0, ® < k < ® 



Hallar la intersección dei plano X],X 2 con la recta tangente a la curva x (1 + 0®i ^^2 + (1 + í 3 )®3 

en t = 1- Be$p. (4/3, 1/3,0) 


4,28. Demostrar que una curva es una linea recta si todas sus tangentes son paralelas entre sí. 



Sea A 8 el ângulo que for mau las tangentes imitarias í(s + As) y í(s), As > 0. Demostrar que 

lim Atf ~ 0. 

As—o 




Demostrar que a todo lo largo de uná curva plana x = xi(t)e! 4' *2(í)©2 fe curvatura viene expre- 
sada por 

W “ [^;)* + (*Í) f I a/a 

Demostrar que una curva es una línea recta si x' y x" son linealmente dependientes para todos los 
valores de í. 


4,32. 



Hallar Ia curvatura en cualquier punto de la curva x - (t — sen f)«i + (1 cos t)ea + te 3. 
Resp. |k| = (1 -f 4sen4í/2)i/2/(l + 4 sen^ í/2)3/2 

Hallar la torsiòn en cualquier punto de la curva x = (t — sen O^i + (1 — cos í)e^ -|- íe3- 
Resp. r ~ -1/(1 + 4 sen 4 t/2) 


* * 

Demostrar que kt — [ t ■ b|. 

Demostrar que Ia curva x = tei + X - É e* + ~~ t e 3 está toda en un plano. 



Hallar la funcién f{t) más general posible tal que la curva descrita por x - a(cos í)ei + u(sen f)ea + 
/(í)e 3 sea plana, Resp. f(t) = A sen t + B cos t 4- O t A,B t C = constante 
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4.37J Demostrar que los planos osculadones en tres puntos cualesquiera de la curva x = tG\ + 

,, " se cortan en un punto que pertenece al plano determinado por esos tres puntos. 

<4,38. Demostrar que x = x(t ) es una curva plana si y sdlo ei fxW"] = 0. 

'S r 

4.39» ' Demostrar el recíproco dei teorema 4.4 de Ia página 74, a saber: Si x = x(s) es una curva plana, 
entonces t = 0. 

4*40.) ^ Demostrar que una curva es una hélice general sii la indicatriz tangente es una circunferência. 

4>41. j Demostrar que Ia tangente a la indicatriz tangente de una curva C, es paralela a la tangente a la 
y indicatriz binormal en los puntos correspondientes. 


4.42. 

4.43. 


Demostrar que Ia curvatura a lo largo de la indicatriz binormal es 

• ^ _ « 

Demostrar que Ia torsión a todo lo largo de 3a indicatriz tangente es r t = 

K\K* T' 1) 


/ 


> 




Capítulo 5 


Teoria de las curvas 

FORMULAS DE FRENET 

Teorema 5.1. En cualquier punto de una curva x = x(s), los vectores t, n y b verifican 
las siguientes expresiones 

t = *n 

1 11 = —kÍ + rb (5.1) 

* 

b = —rn 

Estas igualdades se conocen con el nombre de fórmulas o ecuaciones de Frenet-Serret de 
la curva que se considere. Son fundamentales para el desarrollo de Ia teoria de las curvas y 
deberíanaprenderse de memória. Las ecuaciones primera y tercera ya han sido deducidas en 
{4,6) y {4.14), respectivamente. Para obtener la segunda basta hacer la derivada de la igual- 
dad n = b X t y utilizar las ecuaciones primerá y tercera. De este modo, se tiene 

n = bxt + bxt — — r(nxt) + bx{»d») — {—t)(— b) + «(—t) = —«t + rb 
Obsérvese que si escribimos las fórmulas de Frenet en la forma 

t = 0t + *n + 0b 
n .= —«t + 0n + rb 
b = 0t - rn + 0b : , 

entonces, los coeficientes de t, n, b forman la siguiente matriz 

0 K 0 

■K 0 T 

0 -r 0 


ECUACIONES INTRÍNSECAS 

Como primera consecuencia de las fórmulas de Frenet, demostraremos que una curva 
se determina cabalmente mediante la curvatura y la torsión, consideradas como funciones de 
un parâmetro natural. Es decir, demostraremos que si C y C* son dos curvas dei espacio tales 
que k(s) = k*(s) y t(s) = t*(^; para todos los valores de s, entonces C y C* son las mismas, 
excepto en cuanto a su posición en el espacio. En.efecto, si se dan dos de tales curvas, supon- 
gamos que la C* se somete a una traslación tal que, para algún s = So, los puntos qiíe se 
córresponden en C* y C se hacen coincidir. Supongamos que, entonces, ,-la curva C* se hace 
girar alrededor de este punto de modo que eii So también coincidan Ias ternas (to, no, bo) y 
(to. no, bo). Ahora, bien, derivando el producto t-t* y haciendo uso de las fórmulas de Frenet, 
se tendrá 

^(ft*) = t-t* + t-t* = t-«*n* +«n-t* = «(t-n* + n-t*) 
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Además, = n*n* + n*ii* = n ■ (—«*1* + r*b*) + (— iet + rl>) ■ 

= + t*n*) + r(n*b* + W*) 

y. ~{b*b*) =. b*b* + b*b* = b - (“T*n*) + (—m^b* = —r(b*n* + n*b*) 

d 

Sumando Io anterior, ^(t*t* + n *"* + ^b*) = 0 

E integrando, t*t* + n*n* + b*b* = constante 

Pero, en. ao, to = t$, n« = n*, bo = bí; de modo que to' f! = no • n* = bo ■ b$ =1. De esta 
suerte, para $o y, por consiguiente, para cualquier valor de s, se tendrá 

t-t* + n*n* + b*b* = 3 '\f $ 


Ahora, bien, dos vectores unitários, por ejemplo t y t*, tienen la propiedad de que 
— 1 ^ t*t* = cos •£ (t, t*) ^ 1. En conseçuencia, si t*t* + n*n* + b v b* — 3, entonoes 

t*t* — 1, n*n* = 1, b*b* = 1 

De este modo, para todos los valores de s, t = t*, n = n* y b = b*. Por último, como 
quiera que t = dx/ds = t* = dx*/ds, se dedqce qúe x(s) = x*(s) + constante. Pero, en 
so, x(so) = 3f*(s 0 ); por tanto, x(s) = x*(s) para cualquier valor de s, es dedr, que las curvas 
C y C* coincidem Lo anterior demuestra ei 

Teorema 5.2. Toda curva queda definida inequivocamente por su curvatura y su torsión, 
expresadas éstas como funciones de un parâmetro natural. 

Las ecuaciones * = *(s), t = r(s) 

que expresan la curvatura y la torsión de una curva como funciones de $, 
se denominan ecuaciones naturales o intrínsecas de una curva, pues ellas la 
determinan completamente. 


Ejemplo 5.1. -q_U * 

(a) De aeuerdo con el teorema 4.1 de la página 67 y ei teorema 4^3 de Ia página ,6®, las ecuaciones intrínse¬ 
cas de una recta son k = 0 y * ss 0. 


(b) Ims expresiones k = constante 0, t = 0 (véase el ejemplo 4.3 de Ia página 66), sorj las ecuaciones 


intrínsecas de una circunferência de radio p = 1 /Jk|. 


'■< rifrt 




(c) Las ecuaciones intrínsecas de una hélice c i rc ul ar(v é an se los ejemplos '4.4 y 4.9). son 


k - constante 0 , r = constante.^ 0 


-r... /f.-.v 

Esta hélice se halla sobre un cilindro circular de radio |«|/(ieS + t*) y su paso es igual a 2 ic]t]/{kS -r '-)• 
Si es t > 0, se trata de una hélice dextrógira y si es .* < 0, de una hélice levógira. / , . 


.1 


EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE EXISTÊNCIA Y UNICIDAD 


Observemos que las ecuaciones de Frenet forman un sistema de tres ecuaciones diferen- 
ciales vectoriales de primer orden en t, n y b. Por ello, es razonàble preguntarse si, dadas dos 
funciones continuas arbitrarias k y t, existen o no las soluciones t, n, b de las ecuaciones de 
Frenet y, en consecuencia, por ser x = t, si existe o no una curva 


x = tds .4- C 

que tenga la curvatura y torsión previstas. La respuesta es afirmativa y viene dada por el 
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Teorema 5.3. Teorema fundamental de existência y unicidad de curvas dei espado. 

Sean k(s) y t (s) dos funciones continuas arbitrarias en el intervalo 
0 < s — Entonces, descontada su posición en el espacio, existe una y sólo 
una curva espacial C cuya curvatura es k(s), su torsión es t(s) y tiene a s 
como parâmetro natural a todo lo largo de ella, 

En el teorema 5.2 ya se demostró la unicidad de una curva dadas la torsión y la curva¬ 
tura. En el apêndice 1 se da una desmostración de la existência de tal curva. 

En general, las soluciones de las ecuaciones de Frenet no se pueden obtener por integra- 
ción. Sin embargo, se puede aprovechar el método que consiste en reducir el sistema a una 
ecuación diferencial de primer orden, llamada ecuación de Ricatti, que se puede ^tudiar 
directamente. Los detalles de este asunto pueden hallarse en A Treatise on me Differenttal 
Qeometry of Curves and Surfacès, de L.P. Eisenhart, Ginn y Co., 1909. 


Empero, en el caso de una curva plana, es dedr, 

‘si t = 0, es siempre posible lograr la integración de 
las ecuaciones de Frenet. En efecto, supongamos que 
4» designa el ângulo que forma t con el eje Xi, como 
se muestra en la figura 5-1. Entonces, 

t = (cos^)ei + (sen^)ea (53) 

Además, puesto que n es ortogonal a t, podemos 
escJf *kir n _ (-sen^)ei + (cos^)e 2 (5.3) 

Por derivacíón, se tiene 

.t = í[(—sentei + (cós^)ea] = 
y n = —^[(cos 4 »)ei + (sen^)es] = —<£t 

Pero, cuando t = 0, las ecuaciones de Frenet se 
reducen a las siguientes 

t = kd, n = — xt 

De esta suerte, las t y n anteriores son soluciones si <i> = *> o sea t si 

£ = ^ itds 4- Ci 

Una vez que se haya determinado íj>, de la {5*2) deducimos que 

X = J tds + Ca - J [(cos <#>(s))ei + (sen4»(s))e2] ds + Ca 





(5.4) 


(5.5) 


Obsérvese que un cambio de la constante de integración en (5.4) define una traslación 
en 4, y, en consecuencia, un giro de la curva alrededor dei origen. Y un cambio de la cons¬ 
tante de integración en (5.5) define una traslación de la curva. 

Obsérvese, además, que si n ^ 0 para todos los valores de s, entonces 4> ^ 0 para todos 
los valores de s. Esto nos permitirá introducir en (5.5) a 4> - 4>(«) como parâmetro y en esta 
forma obtener 

x = J* ((cos^ei + tsen^eaj^d^ + Cs = J* ((cos^)ei + (sen^ea) d<f, + Ca (5.6) 


Ejemplo 5.2» 

Las ecuaciones K = l/s, t - 0, s > 0 son Ias ecuaciones intrínsecas & una espiral-loga^miça. En 
efecto, hagamos <j = k = l/s. Entonces, <J> = ioga + Ci. Esto nos da » — e 1 y * — l/s — e 1 . Y se 
concluye que 
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- J ((COS <p)e t + {sen 0}e 2 ) d$ + C 2 


_ Ç cp y COS 4. (sén^Jeg) d$ + C 2 
/ ' 

= Cl) (cos ^ 

+ (scn0 — cos^)e 2 + C 2 

*= 4 « c *" Cí) W% (cqs (0 ^/ 4 ))C! +'/ 2 (s«n {0 - 7 r/ 4 »e 2 ] + C 2 


Si escogemos C 1 = jc/4, Cj = 0 , y hacemos 4» “ */4 = 6, se obiiene 1 

x - -^«[(cos *)•, + (seníjej] J. Cr, 

V2 

que, expresada en coordenadas polares, es la espiral logarítmica r _ (1 / y/2)e&. 

Xí r = ^ 4 & 

=’;'4^(^rVr gj 

REPRESENTACIÓN CANÔNICA DE UNA CURVA 


; :?QA- C&&> <$*r 

■■ ' ,.,.0 

T^ 


£À 


/f 


5 ^ 




Sea P un punto cualquiera de una curva C. Supongamos que la curva está colocada en 
forma que P coincida con el origen y que se escoge una base (ei, e 2 , e 3 ) que coincide con 
(t, n, b) en P. Por último, supongamos que, en toda la extensiòn de C, se escoge un parâmetro 
natural de tal modo que en P sea $ = 0. Si se representa a C por x = x(s), entonces x(0) = 0, 
i(0) = t(0) = e lf y x(0) = t(0) = k(0) n(0) = K 0 e 2 . Además, como quiera que 


ds 


t = 


ds 


kU = Kti + in = «{—kí + ib) + ín = —« a t + iti + «rb 


tenemos que: 


x (0) 


~*0 e í + Vb + K O T 0 e 3 


Por último, puesto que C es de clase > 3, se puede escribir 


x(s) = x(0) 4- x(0)s + x(0)|-j + *x (0) J-f 4 o(a s ) 

g-3 

- -V + « 0 e a 2 I + ( _K o e i + «o e í + K o T B e a)37 + °( s3 ) 

= (s - ~s 3 ^ e, + (js* + e 2 + -^Ve 3 + o(s 3 ) 


En función de las componentes de x(s) esto víene a ser 

*1 = ® - *«;** + o(s 3 ). = h 0 8 2 + VxqS* + o(s 3 ), x 3 = 4k 0 t 0 s 3 + o(s 3 ) 

Estas ecuaciones se denominan la representación canónica de C en P. Sus términos principales 
describen de modo conveniente el comportamiento de C en las vecindades de P. 

\ 

Ejemplo 5 . 3 * 

Como.se verá más adelante, en la representación canónica en un punto P, Ia proyección de x sobre la 
tangente viêne dada por el vector aq ej, Vemos que, por ser xi de primer orden en s, la mayor parte de una 
curva está sobre su tangente, La proyección de x sobre la normal principal es la componente x 2 y es. de se¬ 
gundo orden en s; y Ia proyección sobre la biiiormal es de tercer orden en s, Gbsérvese, además, que si kq ^ 0, 
la fcurva se halla sobre una de la& çaras dei plano rectifícante, pues Ia componente x 2í que se comporta como 
no cambia de signo al pásar por P. SU por anadidura, es ^ 0, la curva atraviesa plano osculador 
en P t pues x^, que se comporta lo mismo que s3 t cambia de signo al pasar por P. Si es 0, como se ve 

en la figura 5-2(a), la terna (t> n, b), gira alrededoir de P como un torniilo de rosca derecha. Si es < 0, 
entonces (t, n f b) gira alrededor de P al igual que un torniilo de rosca izquierda, corno se muestra en la figura 
5-2(6). , 
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(a) (b) 

Fig*5-2 


Ejemplo 5*4. 

Consideremos los términos principales de la representación canónica de una curva, a saber 

\ 

= 8, x 2 = £*0$*, *3 = à*onr* 3 

y supongamos que k 0 > jO, > 0. Al eliminar s en las dos primeras ecuaciones, vemos que en las vecinda- 
des de un punto, la proyección de la curva sobre el plano osculador (plano es como la parábola - 
-£*08j, que se muestra en la figura 5-3(a). La proyección sobre el plano rectificante es aemejante a la cúbica 
g 3 — que se muestra en la figura 5-3(6). La proyección sobre el plano normal es semejante a la 

curva — |(T^/jc 0 )aFg que se ve en la figura 5-3{c). 





INVÜLUTAS 

Las rectas tangentes a una curva C engendran una superfície que se denomina superfície 
tangente de C* Una cjirva C*, que se conserve sobre la superfície tangente de C y que inter- 
secte las rectas tangentes ortogonalmente* recibe el nombre de involuta de C* 
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Si C viene dada por x = x(s) y si, como se ve 
en la figura 5-4, es x* un punto de la involuta C*, 
y ésta atraviesa en x(s) a la recta tangente, entonces 
x* — x(s) es proporcional a t(s). De esta suerte, C* 
tendrá una representáción de la forma, x* = x(s) + 
>(*) t 
o sea, 

dx* 
ds 


Además, el vector tangente a una involuta, 
i+>+At = (1 +^)t + ^fKll 



es ortogonal a t que es el vector tangente a C; es 
decir, 

* 1 A 

~..t = (l+jo(ft) + >(■•*) = l+> = 0 

Si integramos lo anterior, se tiene ,X — — s + c, c — constante. Así, pues, existe una familia 
infinita de involutas, y hay una por cada valor de c, la x* = x + (c — s)t- 

Observese que x* no es regular allí donde x tenga un punto de inflexión. En efecto, 


dx* 


dx 


+ ( c — s ) 


dt 

ds 


t = (c — s)t = (c-S)kB 


Cuando la tangente a la curva 
— w < k < se, entonces 


y, en consecuencia,^ dx* .'ds = 0 donde sea k ~,_0. Por este motivo, supondremos qu e a lo do, 
lo iàrgo de C, k "De este hecho también se deduce que ^ 0 a todo lo largo de la invo¬ 
luta de C. En efecto, en el problema 5.15 de la página 103, demostraremos que la curvatura 
de la involuta cumple la condiçidn 

"I" 

^ tr n- r 

(C — S) V 

De modo que k* t* 0 para k ^ 0. 

x = x(s) en x se da bajo la forma de x* = x + At, 
[dxVdfcj = |t| = 1 

Es decir, que k es un parâmetro natural. Además, como x* = x para k = 0, se deduce que 
[&[ es la distancia entre el punto x* de la tangente y el.punto x de C. Por tanto, la distancia 
entre las dos involutas Cf : x* = x + (c, - s)t y Cf : x* = x + (c* - sjt de C, permanece 
constante para todo valor de s, como se ve en la figura 5*5(o), y es igual a 

l(Ci-S) - (ca-s)| = |Ci — Caj 

Por otra parte, de lo anterior también se deduce que una involuta se engendra al desenrollar 
una cuerda terisa que se hubiera enroliado a todo lo largo de C. En el caso especial de que, 
como se aprecia en la figura 5-5(6), la cuerda sea de longitud Co y, además, se escoja a lo largo 
de C un parámètro natural s tal que s sea la distancia medida desde el extremo fijo de la cuer¬ 
da, entonces la curva que se engendre al desenrollar la cuerda será Ia involuta x* = x + 
(co — s)t. v 




c* 


■ 1 ■ 
'M 
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Exemplo 5,5* ' 

A lo largo de la hélice descrita por x = a(cosf)ei + a(senf)e3 + Èíe3, a > 0 , tenemos que 


dx 

dt 


— a(sent)ei + &(cost)e2 + 


SI - 

t = S/1S|. = (a s + 6 s ) -t/2 (-a(sení)e l + a(cos i)«a + 6*3) 


Aderads 


■ •-x 


dx 

dt 


dt 


(a 2 + b 2 ) 1 / 2 t. De esta suerte, las involutas son las curvas descritas por 


x* = x + (c — s)t = [a cos t — a(e —s)(a*+ sentjej + [asent -f a(e-s)(a 2 + ò J ) _1/2 cos t]e 2 

+ [6t + («-s)(a* + 62)-i/a6]e 3 

o sea, hactendo 7 = c(a2 + &z)-i/2 y utilizando t - 5(02 + 52)-V2, se tiene 

x* = a [(cos t + t sent) - y sentjei + o[(sen t - t cos t) + y cos í]e s + bye^ 

Obsérvese que, como se aprecia en la figura 5 - 6 , la involuta es una curva piana, contenida en el plano x 3 by. 



EVOLUTAS 

Si una curva C es una involuta de una curva C*, 
entonces, por definiciòn, C* es una evoluta de C. Por 
tanto, dada una curva C, sús evolutas son las curvas 
cuyas tangentes cortan a C ortogonalmente. Si C viene 
dada por x = x(s) y si x*(s) es el punto de la evoluta 
que sirve de contacto a la recta tangente que corta a 
C en x(s), entonces 

x*(s) = x(s) + «(s) n(s) + j3( s) b(s) 

En efecto, como se muestra en Ia figura 5-7, x* — x(s) 
es ortogonal a t(s) y, de esta suerte, es una combina- 
ciiSn lineal de n(s) y b(s). Derivando la expresión ante¬ 
rior, se tiene 



dx* 

ds 


— x + ún + un + jlb + f3b — t + án + aí—»ct + rb) + j8b — jSrii 

= (1 — ox)t + (i — /?r}n •+■(/? + ra)b 


Ahorn, bien, puesto que dx*/ds es, además, tangente a C*, será proporcional a x* 
«n + pb. En consecuencia, existe un ^ tal que 

l-a* = 0, (á-0r) =^^ 01 , y (P + ™) 
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De aquí se deduce que <x = 1/k, y, eliminando a en las dos últimas ecuaciones, 

jü (i — /3r) — a(/3 + rã) = 0 


o sea, despejando a z. 


_ d « t _i£ 
“ + p ~ ds a 


Integrando se tiene: — a cot £ ^ r ds 4- cj . Como a = 1 /k, tenemos: — (1/k) cot t ds + cl. 
De esta manera, tenemos una familia infinita de evolutas, y una por cada valor de c que se 


escoja: 


i x 


= x + ^ n + ^ cot t ds + c^j b 


Obsérvese que debemos suponer que es (â — @t) 2 + (£ + t«) 2 ^Oa todo lo largo de C, 
Haciendo la derivada de x* = x + <m + fib se obtiene 


dx* 

ds 


= (á — j8t)ii + (j3 + ra)b 


de modo que C* no es regular allí donde (« — $z ) 2 + (? + t«) 2 = 0, En particular, si C es 
una curva plana, entonces t ,= 0, « =-y$, y = constante y (« - pt) 2 + (0 + t«) 2 = 
(k 2 /k*)(1 + y 2 ). De esta suerte, supondremos que, para el caso de curvas planas, es k/0. 


Ejemplo 5*6. c 

\ 

Si curva plana, engonces cs x = O 

y sus evolutas son 

x* — x + - n 4- ^b, y = constante 

K K 

Cuando y — 0 (Fig. 5 , 8 ), la evoluta se halla en 
el mismo plano que C t o sea en el plano osculador 
de Cs En realidad, esta es la única de las'evolutas 
de C que se halla en el mismo plano que ella y ae 
denomina la evoluta plana de C, Se observa, ade¬ 
rnas, por ser b = constante, las restantes evolu¬ 
tas se hallan sobre la superfície cilíndrica cuyas 
generatríces son rectas perpendiculares a! plano 
de C que pasàn por los puntos de la evoluta plana 
de Cs 



TEORIA DEL CONTACTO 

Intuitâvamente, parece que los planos que cortan a una curva C en un púnto x y que, 
además, contienen la tangente a la curva en x, tengan con ella eh dichó punto tm grado de 
'‘contacto’' mayor que los planos que no contienen la tangente, Además, de todoB los planos 
que contienen la tangente en x, parece que el de mayor*contacto sea el plano osculador. 

A fin de analizar hasta quê grado puede una curva C hacer contacto con una superfície 
èn general, supongamos que: (í) C es de clase suficientemente alta y viene dada por la ecua- 
ciún x = *i(í)ei + x 2 (t)e 2 + x 3 (i)e 3 ; (2) que se desuna por F(x u x 2 ,x 2 ) = 0 a una super¬ 
fície S, y (3) C y S se cortan no súlo en un único punto x 0 = x(í 0 ) sino, además, en otros 
n - 1 puntos X! = x(fi),..x„-i = x(í„-i), pertenecientes a un entorno de x 0 . Consideremos 
ahora la siguiente funciún 

f(t) ■ = F(xi(t), Xi (í), aj 3 (í)) 

Es evidente que /(to) = F(x\(U), & 2 (to), a^ío)) = 0 

f(ti) . = -F(xi(ti) x 2 {ti), xz{t\)) - 0 
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/(t»-i) = E(a:i(Én-j),*a(t B -i) f *s(t»-i)) = 0 

puesto que C y S se cortan en x 0 , Xi,..., x„- 1 . De acuerdo con el teorema de Rolle, èxístirán 
valores tí, t 2 , . . í„- 1 , que cumplen la condiciún de ser 

ío — ti — t|, tl — t 2 — t%, . . ., tf!-2 — tn-1 — tn-1 

tales que /'(tí) = f'(tí) — = f'(K- 1 ) = 0 

Pero, entonces, de acuerdo nuevamente con el teorema de Holle, existirán valores t 2 , t 3l ..., C-i 
,con la condiciún de ser 

tales que f"(t' 2 ') = f"(Ü') = ••• = f"(t*'-i) = 0 

Prosiguiendo en esta forma, encontramos que existen números ío, fí, t 2 , ..., íl-i 11 , todos ellos 
Mnteriores a un entorno de ío, tales que 

/(to) = ntí) = rm = ... =./ ( "-> ) (C- _ i 1) ) = o 

Supongamos, ahora, que se considera el limite cuando Xi, Xi,;.., x n ~i tiendan a x 0 . Es 
decir, supongamos que, cuando x 3 , x 2> ,.., x„-i se aproximen a x 0í S es la posiciún limite de 
una familia de superfícies que cortan a C en x 0 y en n — 1 puntos interiores a un entorno de 
Xq. Cuando los Xi, x 2í ..., x R -i se aproximen a x 0 , los números t{, t 2 ,.. ín'T l 1) se aproximarán 
a to, y, por tanto, en el limite será 

/(to) = nU) = /"(to) = • • ■ = /<»- l) (M = 0 

De este modo, llegamos a la siguiente definiciún 

Se dice que una curva x = xi(í)ei + x 2 (t)e 2 + x 3 (t)e 3 tiene un contacto de orden n 
' con la superfície Ef*!, x 2 , x 3 ) = 0, en el punto correspondiente a t * í 0 , si la funciún 

/(í) = E(*i(í), Xi (t), af 3 (t)) v 

satisface a /(to) = /'(to) = •■■ = / í,l_n (to) = 0 , pero, / (B> (to) + 0 

Observemos que la anterior defíniçiún /s independiente de la expresiún paramétrica de 
Ia curva. Pues, supongamos que. 

x = a:? ($) ei ■ + x* (5) e 3 + xí (í) e® 

es otra representaciún de la curva, Entonces, 

.«?((>) = **(((«)), í= 1,2,3 

y 9(6) = F(£(6),x%(6),x%(8)) = E(*,(t(á)), *^t(tf)), X 2 (t(6))) = /(t(í)) 

g'(8) = t' f'(t(e)) 

g"(9) = (í') 2 /''(t(0)) + í'7'(í(0)) 

En general, g w (9) será una combinaciún lineal de / <o (í(0)) y de las derivadas de orden inferior 
al de ésta. A saber 

g“'(6) = (í')7 (,, (í(0)) + C x r { -"(t(ê)) + • ■■ + t™f'(t(6)) 

Pero, si / (0 (to) = / íO (t(0o)) = 0, i = 1 ,..n - 1, y f w ,(U) = / Ín) (í(6 0 )) / 0, entonces 
g^(6o) = 0, i = 1,..., n — 1, y, puesto que t' (0o) Z 0, entonces g^CBo) f* 0, que era lo 
que se buscábã. . - 
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Ejemplo 5.7. 

La ecuación de un plano arbitrário, que tiene una normal unitaria N y que pasa por el purito x 0 = x(s 0 ) 
de una curva x = x(»), es: (x — x 0 )' N “ 0. Consideremos ahora la función 

f(s) = (x(s) - x 0 ) * N 


y sus derivadas: 

f’( s) = i(s) • N = t(s) * N 
/"(*) = i(s) ■ N = *(*)«(*)‘N 


Es evidente que f{sa) — (x(so) — x o}-N » 0. Ahora bien, 


/'(«o) = t(s 0 )‘N = 0 

si y sólo si N es ortogonal a t(so), que es Ia tangente unitaria en xq. De esta manera, un plano tiene con una 
curva, un contacto de segundo orden al menos, sii contiene la recta tangente. Tenemos, adernas, quesi k(s<>) ^ 0, 

entonces /"(s 0 ) = K (s 0 ) n(s 0 ) • N = 0 


sií N es ortogonal a n(s 0 ), o sea, a la normal principal en xo- De este modo si k(s 0 ) ^ 0, el plano tiene con la 
curva al menos un contacto de tercer orden, sii N es ortogonal a t(so) y n(Sf>), es decir, sii el plano es el plano 
osculador (x — Xo)*b(so) ^ 0 en xq. Observemos, además, que en un punto v de inflexíón, vale decir, un punto 
en donde *($ 0 ) = todos los planos que contienen Ia recta tangente tienen con la curva al menos un con¬ 
tacto de tercer orden. 


El orden dei contacto entre dos curvas dei espacio se define en forma parecida, A saber: 
Sea C una curva de clase sufiden temente alta, dada por la ecuación 

x = xi(t) ei + x 2 {t)e 2 + a; 3 (í)e 3 

y sea, además, V una curva que se da como la intersección de las dos superfícies 

sua, íc 3 ) = 0 

G(x i,x- 2 ,Xs) = 0 

Entonces, C tiene con T un contacto de orden n en el punto que corresponde a t = U si las 
funciones 

f{t) = F(xi(t),x 2 (t),xz(t)) 
g(t) = G{x>(t),x 2 (t),x 3 (t)) 

verifican a /(to) — /'(to) = /"(to) = ■ • ■ = / ín “ l, {to) = 0 

g(t o) - g'(U) = 9"{U) = ••• = g^(t 0 ) = 0 

pero, o es f ín) (t 0 ) 0, o g (m (tf) ^ 0. De acuerdo con esto, C tiene con T un contacto de 
orden n sii C tiene un contacto de orden n con una de las superfícies que definen a I y, por_ 
lo menos, un contacto de orden n con laf otra$. 

Ejemplo 5 . 8 . 

Se quíere determinar una circunferência F que tenga al menos un contacto de tercer orden con una 
curva x = x (s) en un punto x 0 ^ x(s,>)- Las anotaciones anteriores sugieren que se defina T como la ínter- 
seccídn de una esfera (que tenga, por lo menos, un contacto de tercer orden con x = x(s) en x 0 ) con un pla¬ 
no (que tenga, al menos, un contacto de tercer orden con x = xis) en x ü ), Ahora, bien, la ecuación de una 
esfera arbitraria que tiene su centro en y 0 y pasa por x 0 es 

l*-yoP = l*o ~yo ! 2 

Consideremos ahora las funciones 

/(*) = ]x(s)-y 0 | 2 - |x 0 -y 0 ! 2 = (x(s) - y 0 ) * (x(s) - y 0 ) - |x 0 -y 0 l 2 

f(s) 2(x(s) - y~) 4 x(«) = 2(x(s) - y 0 ) * tis, 

/"(e) = 2(x(s) - y 0 ) • t(s) -I- 2t(s) • t(s) = 


2 k(s){x(s) — y & ) • n(s) -I- 2 
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Es evidente que fis^) = 0. Ahora, bien, /'(sg) = 
2 {xq — y 0 )'to = 0 sií íyo — xgMo = ü. En oiros tér¬ 
minos: una esfera tiene al menos un contacto de 
segundo orden sií, como se ve en la figura 5-9, su 
centro se mantiene sobre el plano normal, Prosi- 
guiendo en esta forma, = 2 k 0 (xq - yo)*no -j- 

\ 2 = 0 sii K 0 fy 0 — xyj-iio = 1* Así, pues, una esfera 
tiene al menos un contacto de tercer orden sií su 
centro se haíla sobre el plano normal y la proyeccídn 
dei vector - x 0 sobre rio es Sgual a d /k 0 . Adviér- 
tase que en un punto de inflexidn, es decir, en donde 
Ko = 0 no existe hna esfera que tenga al menos un 
contacto de tercer orden. Por ultimo, la intersección 
de una esfera como la que consideramos con el plano 
osculador en x 0 (que, por ser k 0 ^ 0, es el único 
plano que tenga al menos un contacto de tercer or¬ 
den en xo) será un círculo V que tenga al menos un 
contacto de tercer orden en Xg. Obsérvese que ese 
círculo es único, porque, aunque exista un número 
infinito de esferas que tengan al menos un contacto 
de tercer orden en x$ t los vectores yt> - x 0 están 
todos sobre el plano normal y tienen una proyeccibn 
constante 1 /kq sobre iiq. 



El círculo determinado en el ejemplo precedente, que tiene al menos un contacto de 
tercer orden con una curva C en x, recibe el nombre de círculo osculador de C en x, Se encjien- 
tra totalmente sobre el plano osculador; su centro es un punto de la normal principal, situado 
dei mismo lado que el vector curvatura de C en x, y su radio es igual al radio de curvatura 
p = 1/]k| en x. El centro dei círculo osculador se denomina centro de curvatura y su posición 
se determina mediante la expresión y = x + (1 /k)ii. 


CURVAS Y SUPERFÍCIES OSCULATRICES 

Recordemos que, de todos los planos que cortan a una curva en un punto, el que tiene 
contacto de mayor orden es el plano osculador. En general, dada una familia de superfícies 
$ >. que corten a una curva C en un punto x, cualquier miembro S 0 de S\ recibe el nombre de 
superfície osculatriz de la familia S\ de la curva C, si el orden de contacto de C con S< } en x 
es mayor o igual que el orden de contacto de C con cualquier otra de las superfícies S\. Aná¬ 
logamente, cualquier miembro To de una familia de curvas T\ que corte a C en x se deno¬ 
mina curva osculatriz de la famflia Tx de C, si el orden de contacto de C con T 0 en x es mayor 
o igual que el orden de contacto de C con cualquier otra de las curvas T *. 

A fin de poder estudiar con mayores detalles lo relativo a superfícies osculatrices, supon- 
gamos que C es de clase suficientemente alta y que viene dada por la ecuación x = x i (í)e i + 
x 2 (t)e 2 + *s(t)e 3l y que S*. es una familia de superfícies de n - 1 parâmetros, dada por la 
expresión 

F(x l ,x 2 ,x»,ai l a 2 , . . = 0 

Supongamos, además, que C y S x se cortan en el punto que corresponde a í = í (l Considere¬ 
mos de nuevo la función 

f{t,a u ..., et*-i) = F(xi(t), Zi(t),Xi(t),a u a 2 , .. .,On-i) 

Es evidente que f(to. Oi, . . ., o n -i) = 0, pues se supone que la familia de superfícies intersecta 
aC en x(to). Consideremos, ahora, las siguientes ecuaciones 
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d 

^/(Í0| ílí, . * * t 

/(ío* tti, . . Ctn- 1 ) 


8 t in ~ iy 


f(U r ai, 


. - . t Ctn-i) 


O 

0 

0 


Este es un sistema de n — 1 ecuaciones con las n — 1 incógnitas Oi*. . ., a n -i* En principio, 
existirá una solución ãi = «i, <*2 = & 2 5 < * *» ^n-i ” &n -1 y en 686 c® 80 ^ evidente que la 
superfície jÇ u x 2 , **, * u a 2r - . ., «»- 1 ) = 0 tendrá, un contacto de orden n (por lo menos) 
con C en x, Pero, la superfície osculatriz de la família tiene contacto con C en x de orden ma- 
yor o igual que el orden dei contacto de cualquier otro miembro de ]& família» Parecida argu¬ 
mentación vale para el caso de las curvas. De esta suerte, en tenninos generales, la supe rfície 
(curva) osculatriz de una família de superfícies (curvas) de n ^ í parâmetros que iíiiferai^t^ 
a^una curva C en un punto x, tiene con C en x un contacto de orden n 7 por lo menos. 

—- ■■■ ■■ ^ ^ b"" 

Ejempio 5.9. ; a> & b ° 

La família de todos los planos que. pasan por el punto que corresponde a x 0 = x(s 0 ) de la curva x » x(s) t 
es una família de superfícies parâmetros, definida por (x — x 0 )-N - 0- (Las tres componentes de N 
egtán relacionadas por la ecuacidij^Eíj. =■ 1*) Si es Kq ã^_Q^el plano.qsculador en 

dor de la família. Tal como se demostró en el ejempio 5.7, éste tiene con Ia curva en xo un contacto de jêiger 
orden, al menos, y cualquier otro plano en este caso tiene en xq, un contacto de orden menor que 3» 


Ejempio 5.10. 

La família de todas las esferas que pasan por el punto x<) de la curva x = x(s) es una família de esferas 
de tres, parâmetros (que son las componentes dei centro yo), representada por 

|*-yol® - i*o-yol 3 

Si suponemos que K® y tq son diferentes de cero, la esfera osculatriz de esta família será tínica y tiene con la 
curva en xo un contacto de cuarto orden, por lo menos. El centro y el radio de esta esfera se determinan de 
siguiente modo: Consideremos las funciones 

Í(b) = Jx(s) — y| 2 — |x 0 — y 0 | 2 = (x(s) — y 0 ) * (x(e) — y 0 ) ~ |*o y 0 | 2 


/'(*) — 2(x(s) — y 0 ) * x(s) = 2<xfa) — y 0 ) * t(s) 

/"(*) - 2(x(s)-y 0 >-t(s) + 2t(s) * t(s) = / ,2ic(s)(x(e)-y 0 )*n(í) -f 2 

/'"(*) = 2 i(*) (x(a) - y 0 ) * n(s) + 2 * (s) t(«) * fi(s) + 2 *(s)(x(s) - yo) ‘ 

= 2 k{$) (x(s) - y 0 ) - n(a) + 2 *{«) (x(s) - y 0 )[-*(«)t(ff) + r($)b(*)] 

= 2S(a)(xW-y 0 )*»W - 2 k 2 (s) (x(s) - y 0 ) * t(s) + 2 «(a)r(s)(x(a) - y 0 ) ■ b(«) 


Es evidente que /(sq) = 0. Además, /'(£<>) — 0 sii 
(yo - x 0 )-t 0 = 0, y /"(sq) = 0 sii (y 0 - *o)‘ n o = 
1/Ko- Por último» utilizando símultáneamente estas 
dos condiciones, tendremos, por anadidura, que 
/'"(s 0 ) - 0 sii 

-2V^- 2 WyQ~*o)* b <> = 0 

osea, {yo-xo) È &ü = -*o/*o T i> 

Así, pues, tal como lo muestra la figura 6-10, si 
k 0 ^ 0 y to ¥■ 0, existe una esfera osculatriz única 
qtie^tenga con la curva' un còntactó dej cu ^Mj^ rdgn, 
por lò men os. El centro, yo, de êsá esfera, es tal qúe 
las - componentes deí vector yo ” respecto de los 
vectõres t o ,n 0 , b 0 son 0,1 /k 0 , -k 0 /k 2 t 0 respecti¬ 
vamente. Evidentemente, el radio de esta esfera es 



■ vftRfcj' 




Fig. 5-10 
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La esfera que hemos determinado en el ejempio antírior recibe el nombre de e$|kr a os cu. 
l atriz de C en x, El centro de la esfera se denomina centro de c urv atura esférica y su posición 
se determina mediante la expresión 


y 


= x + -n —x-b 

«ir. 


. K..Jfiu*- ^ -j 

, En ocasiones, conviene introducir el concepto de radio de torsión, jg — 1/t/ En funcidn de 
y dei radio de curvatura p =_ l/fk|,' para k > 0, la expresión anterior toma la forma 


^ y = x + pn + pgb 

Por último, supongamos nuevamente que F(xu x 2 , x 3 , ai, ü 2 , ■ ■ ■, a n -i) = 0 es una família 
de superfícies de n — 1 parâmetros que corta a una curva x(í) = xi(t')ei + a: 2 (í)©a + *3(0©3 
^ en el punto correspondiente a í = ta. Obsérvese que, en principio, se puede hacer que un* **“ 
família de n — 1 parâmetros cumpla n — 1 condicionés; de modo que, en general, es posible 
haliar un miembro de la faniilia que, por anadidura, corte la curva en n — 1 puntos co- 
rrespondientes, por ejempio, a los valores t\,.. en un entorno de ío- Consideremos, 

ahora, el límite cuando los íi, f n -i se aproximan a ío. Si existe una superfície limite S y se 
expresa en la foima F(xi,x 2 ^X 3 ) = 0, entonces, mediante una argumentación parecida a Ia 
de la página 92, se deduce que Ia funcióri 

m = Mt), *m 


cumple la condición /(to) = /'(ío) = • ■ • = / tB °(to) = 0 

Es decir, la superfície limite. S tiene con la curva en fo un contacto de orden n, por lo ménos. 
En el caso de una família de curvas de n — 1 parâmetros tiene validez una argumentación 
semejante. Así, pues, en general, si la superfície (curva) osculatriz de una família de super¬ 
fícies (curvas) de n — 1 parâmetros es jínica y .tiene un contacto de orden n con C en x, en¬ 
tonces ella es el límite de las superfícies (curvas) de la familia que pasan por n — 1 puntos 
de C, vecinos, cuando éstos se aproximen ax. * 

E icmplen &ill. 

ÍiA circunferência osculatriz de una curva C en un punto x es el límite de las circunferências que pasan 
por x y por dos puntos de C, vecinos entre sí, cuando éstos se aproximen a x. Análogamente, Ia esfera oscu¬ 
latriz es el límite de Ias esferas que pasan por x y por tres puntos de C, vecinos entre sí, cuando éstos se apro- 
x.imen a x . 




Problemas resueltos 


ECUACIONES INTRÍNSECAS. TEOREMA FUNDAMENTAL 

Determinar las ecuaciones intrínsecas de la catenaria dada por la siguiente ecuación .. . 

x - a(cosh (t/a)) ei-t- fe 2 , a = constante ‘ i:J ; ,À‘ i T ' 

Como esta es una curva plaua, entonces est 5 0. Sdlo falta bailar k como fu nclón de 5 . Haga- 
mos los siguientes cálculos — 

x' = senh(t/a)e! + e 2 , |x'| = [eenh 2 (t/a) + 1) 1/2 = cosh (t/a) 

x" = (l/a)(cosli(t/a))e lr x f Xx" - -(l/a)(cosh (t/a)) e 3 

Segun el teorema 4.2, de'Ia página 67, es 

r j _ (x'Xx")» yxfl _ (im cõsh 2 (t/a) 1 

b _ (x r • x') 3 {^enh? (t/a) + l) 3 a^ coah 4 (t/à) 

Además» '«=.(* |x'| dt — f cosh (t/a) dt — a senh(t/a) \ 

1 -—• —. 

Por consiguiente a 2 -f- a a = a 2 senh®(i/a) -f = a® cosh 2 (t/a) 
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Y, por eliminación de t, se tiene k = a/{s 2 + a 2 ), que es ei resultado requerido. 

Determinar Ias eeuaciones intrínsecas de la siguiente epicicloide 


(ro -b n) cos $ - ri cos ( ç-- Tl e 


r i 


ei -h 


(ro + r : )sen^ — ?T sen^ r ° ^-- oj 


ea 


Calculemos lo siguiente 
/ ^ dx 

x ” â$ 


ã>/ 

dâ 


-(r 0 - >y sení + : r~ - r : ) sen 


(r 0 + r r 

v*-. 


(r 0 + rd cos $ — (r 0 + r x ) cos 


(r 0 + r x ) 2 

-{■r 0 + rd cos B H-™ cos 


*7> + r t 


f v r v tf _ 


x' X X 


(Po + *r) a (r 0 + 2r 
-r—7 


(*¥•)]+ 

L[i _ L .))].. 


ír n + ?T ) 2 

-(r 0 + rd se^ ff + -— sen[ 


(r 0 + ri)Hr 0 + 2 r,) 


1 - cos ! r-,/r. :s]e. 


(*'Xx")‘(x'Xr") = 


(r 0 + r 1 Hr 0 + 2r 1 ) a 


1 — cos (ro/ r i)^l 2 


í(r 0 + r,)* 


/ /r 0 + ri \ (r 0 + n \\l 

[ senS sen^— - 0 ) + cos í cos ^— 9 J J 


2 (r 0 + r :'r[' — cos (Vn)*] 

(x' X x") • (x' X x") _ 

(X'*X')3 


(r 0 2r,) 2 


8 rj(r 0 + r 1 ) a [l - cos (V 1 *!) 9 ] 


(r 0 + 2 r,) 2 


16rf(r 0 + r : ! 2 sen 2 1 r :: / 2 r,i 0 


Además, s 


' & ■■■'. 


dx 

dâ 


4r 1 {r 0 + rd . . 16rJ(r 0 + r i) a . . , rt . 

dtf = -cos (r 0 / 2 r 1 )ff f s 2 ~ - 5 —-— cos 2 (íV 2 r x )ff 

r o r n 


Al eliminar $ en las eeuaciones para k 2 y s2, se tiene 


A 2 + K *B 2 *’ ° sea ’ A 2 + B 2 ~ 1 


4r t (r 0 + rd 

en donde A = —— -- y B 


2 I 

L 

írdro + rd 


, que era el resultado que se buscaba. Übsérvese que 


r 0 " r 0 -h 2r t 

A > B* En el caso de una hipocicloide, es B > A (yéase el problema 3.28 de la página 62). 


5.3* Determinar Ia curva cuyas eeuaciones intrínsecas son 

k = (1 /2as) U2 i r - 0, a > 0, s > 0 

Escribamos 4> = k = (l/ 2 as)i/ 2 . Integrando se tiene £ = ( 2 s./a)i /2 o sea à = a<í>2/2, de 
modo que k ~ 1 /aà}. De la ecuación {5.6) se deduce que la curva es 

x = a ^ ^[(cos £)e! + (sen£)e 2 ) d<p — a(cos ^ ^ sentei + ct(sen^ — <p cos ^)e s 

Demostrar que la curva cuyas eeuaciones intrínsecas son * = ^/2/{s 2 + 4), t = 
V^/(s 2 + 4), es una hélice general sobre un cilindro cuya sección trasversal es una 
catenaria. 

Según el problema 4.21 de la página 81, la curva es una hélice general, pues k fz =-1 = cone- 
tante. Supongamos ahora que x ** x(s) es una representación natural de la hélice, el vector unitário 


)9 
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u, eu eje y a ~ i(t, u). Además, según el problema 4.21 es k/t ^ tan a; de modo que a * tç/ 4- 
Para hallar las eeuaciones intrínsecas de la proyección = x(s) — (x(s)*u)u sobre el plano que 

pasa por el origen y es perpendicular a u, como se ve en la figura 5-li, hacemos los siguientes cálculos 


rfx* 

ds 


t - (f u)u 


t — (cos ffl)u 


t-u/vT 


dx* 

ds 


[{t - u/\/2) 1 (t - U/V2 ))“ 2 - 1/V2 


A todo lo largo de la proyección se puede escoger 
como parâmetro natural a 


8* ™ 

De acuerdo con 
tiene 

K* - 


■ f 1 -^- ds - sj\fz 1 

d 

el problema 4.6 de la página 76, se 
Kfcèn 2 * = 2V2/(s 2 + 4) 


Por tanto, k* - y/2 / + 2) es Ia ecuación intrín¬ 

seca de la proyeccíón. r SegúiJ el problema 5,1, la 
proyección es una catenaria. , ^ 



5,5 + 


1 




Demostrar que, en el caso de una curva situada sobre una esfera de radio a y tal que 
la tofsión t nunca sea 0, se cumple Ia siguiente ecuación 



a 2 


Supongamos que x ^ x(s) está situada sobre la esfera de centro en y^ y radio a. Entonces, 
para todo valor de s, se tiene 

(x(s) -y<})' (x(s) -y 0 ) = a 2 

Derivando se tiene 2{x - y 0 ) - x — 0, o sea, (x — y 0 )»t = 0 

Y derivando de nuevo 

(x — y Q ) * t + x ^ t = 0 , o sea, *(x — y 0 ) - n -R 1 = 0 

Obsérvese que de esto se desprende que k ^ 0 y (x - y 0 )*n = -1 /k. Por último, derivando de 
nuevo, obtendremos 

i - n -f (x — y 0 ) * n = kJk 1 , o sea, {x — y 0 ) - {-jçt -f rb) — k/k 3 


Utilizando la expresión (x — yo)*t = 0, y suponiendo que t ^ 0, tendremos que (x — yo)*b = 
k /k^t. De esta suerte, las componentes de x — y e respecto de t, n, b son 0, — I/k, k /k 2 t. En con- 
secuencia, 


* - y ü 


Pero, en la superfície esférica es 


-1 , 5 . 

— n + -g-b 

Jf 


(x - y 0 ) • (x - y 0 ) = [ - - n + 


7” + s b ) = (;) + {á) 


a 2 


5.6. Demostrar que si el vector de posicián x de una curva plana x = x(s) forma un ân¬ 
gulo constante a con la tangente t = t(s), entonces x = x(s) es una espiral logarít¬ 
mica. 

Tenemos que x*t = (cos a) [x|. Además, puesto que n j, t, entonces jx-n| = [sen ct| jx| y, 

por ello, podemos escoger la direccidn y el sentido de n de modo que sea x«n = (— sen <x) |xL Deri¬ 

vando la primera igualdad se tiene 

* * x * t 

x * t + x * t - (cos ar) , o sea, 1 + kx * n = cos 2 a 

Derivando de nuevo, à‘ti + «bn i- kx'Íi — 0 

Como quiera que r — 0, n = — «t; en esta forna, kx • n — k 2 x * t = 0 y 

|x| (—k sen<* “ K 2 cos a) = 0, o sea, £ = —(cota)* 2 
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Esta ecuaciòn diferencial en K se puede resolver por separación de variables, y se tiene 

1 

* (cot a)s 4 e 


que es la ecuaciòn intrínseca de una espiral 
logarítmica {véanse ei ejemplo 5.2 y el proble¬ 
ma 5.2€$. JP 

Otro método consiste en introducir el án- 
guio $ = í (t f ej), el ângulo polar, que será 
0 = < (x, ei) = - a, y r = [x|, como se ve 

en la figura 5-12* En ese caso, será x*t = 
(cos e)r y x*n= (-senot)r. Derivando nue- 
vamente se obtiene 


dr 

dê 


d , ds d$ 

= (x-n + x •&)(!/*) 


= (* • &)(1/*J . 

en donde, hemos utilizado el hecho de que 
d$/d$ = k y d$/dQ = 1* Entonces, 

— sen* — “(x ■1) = — (cosot)r 



Fig. 5-12 


en dcnde, hemos empleado la igualdad n - — *t. Integrando la drfdQ - rcot a, tenemos r - 
es una espiral logarítmica. 



Supdngase que C sea una curva definida por la ecuaciòn 

x - a J* g(í) X g'(í) dt, a = constante ^ 0 

en donde, g(í) es una ftmciÓn vectorial que cumple la condición de que jg(í)l ■ 1 y 
[gg'g"l ^ 0- Demostrar que k^O y t = l/a, 

*' = <*(gxg') 

x" = a{g X g") + a(g' X g'} = a(g X g") 
x"' = a(g X g"') + a(g' X g") 

Puesto que [g| = 1, entonces g X g'; y, utilizando Ia identidad dei ejemplo 1.19 de la página 9, 

tendremos . ^ 

x'*x' = <t*(g X g') * (g x g') - a 2 (g' *g')(g* g) - « 2 |g'|® 


De acuerdo con la identidad [F,] de la página 11, se tiene 

x'Xx" = «*(g X t) x (g X g") = «*{[gg'g"]g- [gg'g]g"> = a 2 [gg'«"]g 

í . ! [ggY'] i \ 

Peto, segiín el teorema 4.2, * = — y de este modo, < — i^ ** 0í además, 


|x'| s 


Mg'l s 


[x'x"x'"] = (x'Xx'')-x'".= ^[ggV^g* (o(g X g"'} + «(g' X g")] = ft8[gg'g"] 2 
Y, de acuerdo con el teorema 4.5 de la página 74, 


[x'x"x"'] 

T ~ (x' X x") ■ (x' X x") 


« 3 [gg'g f T 

o*tgg'g"l* 



constante 


^ 0 


5.8.) Demostrar el recíproco dei problema precedente, a saber: Si t = constante = l/o 

a todo lo largo de una curva, esto se puede expresar en la forma x = a J g(í) X 
g'(í) dt, en donde jg(f)l = 1 y lSg'%"] ** 0. 
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De acuerdo con las ecuaciones de Frenet, se tiene 

t = n Xb = —b X n = -bX (-b/r) = abxb 

Y así, vac = tds = a JjTbX b dê\ : Y como b = —m = — (l/a)n y b — —(l/a)ii = —(l/o)(-*(ct + Tb), 
se dedüce que b, b y b son linealmente independientes, o sea que [b b bj 0. 

Demostrar que la diferencia entre la longitud s de un arco de curva suficientemente 
pequeno y la longitud |PQ1 de la cuerda correspondiente es de orden s 3 - 
Utilizaremos Ia representacidn canónica, a saber 

X l - s — £* 0 *® + *2 “ + i **® 3 + = + 0 (® a ) 

Elevando al cuadrado cada una de las componentes, se tiene 

x\ = s 2 — 4 ofe 4 ), ara — i^* 4 + o(s 4 ), - o (a 4 ) 

Ahora bien, |PQ| = + + *%) U2 = [* 2 - + 1/3 

. ,, c .. T K Z 

De modo que ; |PQ] — s — — sf s 3 + ofs 3 ) y T en esta forma, la diferencia es de orden sa. 


79 


. 24 

Si las rectas normales principales de una curva C son las mismas que las rectás binor- 
males de otra curva C*, demostrar que a todo lo largo de C se cumple que 

«{k 2 + t 2 ) = k, « = constante 


Supóngase que C viene dada por la expresién 
x — x(s) y que x* designa un punto de C 1 *, en donde 
su binormal es igual a la normal principal en x(s), 
como ee muestra en la figura 5-13, Entonces, x* — x(s) 
es paralelo a n(s), de modo que 

x* s= x(s) 4* a{e)n(e) 

Consideremos ahora el vector tangente 

(x + an) — (i + an 4- ecá) 

= (t 4 5n — ofKt 4 arfe) = (1 — cEic)t 4 àn 4 oirb 

Puesto que es J_ b*, también será X n. De 
modo que 



Fig. 5-13 


0 = 


dx* 
h dê 


- (1 — ^(t-n) 4 á(n*n) 4 «T(b-n) = * 


y, de esta suerte, a - constante, y dx*/ds - {1 — *K>t 4 <rtb, Ahora, bien, 

âx* 


t* = 


ds* 


tix* dê _ r,- U . 11 dê 

~ds d^ ~ [a-^t + ^as 


= ^[(l-«*}t + «rb]^: + [a -«*)* + aTb )^i 


= [— oít 4 (1 — <xk)Í 4 arb 4 otrb] 4 [(1 — a«)t 4 orb] 

i dê 

! ãs* 


-EH, 


= + [(1 - eae)K~ + «fb] ^ + [(1 - ax)t -I- orb] 


dt* dt* dt * ( 

Pero, 1 b*, pues De esta manera, X n y 

. dt* _ ti4 \ ui ds 

Como ds/ds* 0 (de lo contrario seria s = constante), tenemos que 

(1 — a*)* — CKT 2 = 0 O *(k* 4 T 5 ) = K, 
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Dos curvas C y C* reciben eí nombre de curva$de Bertrand si sus no^gl^ 4 ^incipales 
son çpitiunes, como se puede ver en la figura 5-14, 

(a) Demostrar que la distancia entre puntos homólogos o correspondientes de dos 
curvas de Bertrand es constante, 

(i b ) Demostrar que el ângulo que forman Ias tangentes homólogas de dos curvas de 
Bertrand es constante. 


(a) 


Supongamos que C viene dada por x = x(s), 
y que ac* designa el punto C* donde la normal 
principal coincide con la normal principal de C 
en x(s), En ese caso, x* — x(s) es proporcional 
a n(s), de modo que 

x* = x(a) + a(s) n(s) 

Derivando, se tiene: 

dx*/ds = i + «n H- etn 

— t + õn 4- «(—jct 4- rb) 

= (1 — aif)t -f in + *t b 

Pero, dx*/ds es tangente a C*, y, por tanto, es ortogonal a n* y n. De aqui que n * (dx*/ds) = 
J = 0 y a = constante, y, así, la distancia entre puntos correspondientes es Jx* — x(s)| = 
|«n(£)| = [«| — constante. 



(*> 


Supongamos que t y t* son los vectores tangentes unitários de x 
respectivamente, y consideremos que 


x{s) y i*=i+«n í 


d dt* , , . * / dt* A da* , _ 


K da 


(n* -1) 4 *{t* • n) 


Como n* = ± n t entonces n* j. t y n _L t*. Por esto, (t* * t) =0, y, por ello, t* ■ t - 
constante, ^ 


\ 5.12. y Si a todo lo largo de C, demostrar que C es una curva de Bertrand (es decir, 

que existe una curva C* tal que C y C* son curvas de Bertrand), sii existen las cons¬ 
tantes y y ot tales que k + = l/a. v - y'.-™ ES*, ^ ) 

s-z . Supongamos que C viene dada por x - x(s), y, además, que a todo lo largo de C sean: * 0 

) y * + T* ” l/«* Por definición, C* viene dada por : Sz ç ■, Wi'*? ^ ^ c,'/ ^ 

■ cl. £.<: r *' 7 .- yr^r) ■/ > ; - ff} £-4 

x* = x(s).+ *n(s) A 6 , 


k' 


iSáí.- getefam* 


Para demostrar que C y C* son cxirvas de Bertrand, hacemos los siguientes cálculos 

ff f-i 

t — ffict 4 ar b — (1 orjc)t 4 1 <rrb = «ryt + arb — ar(yt + b) 


dx* _ /* , -v 

w “ (x+an> 


dx* I 

ds | 


= H(r 2 + t) 1/s 


dx* 

ds 


/I 


-CA S, ■ 


dx* 
ds 


= ±(y 2 + 1 )~l/ 2 ( yt + h ) 


t* = 

dt* * * 

^ - ±(yS+l)-I/2( y t+b) = 


7 -h 




<r\ ^ * /'?■!?' ~ 1 ' 


-j£- ?~i 

Tate } 


, 

te ir 




dt* = dT /) dx* I _ 
ds* ds/ | ds I 


(y* - t) 

W(y*+1) 


n = n*ti* 


<£*> 


(" 




De esto se desprende que n = ± n*, lo cual prueba que las curvas son de Bertrand, 

fey Recíprocamente, supongamos que C f dada por la ecuacidp x = x(s), es una curva de Bertrand 
y que sea t ^ 0 a todo lo largo de C, De acuerdo con el problema precedente, C* se puede repre¬ 
sentar en la forma 

x* = x{s) + «n(sV a = constante ^ 0 


r ;■ 

flf 




f * 




' ri-\ 




y ri 


A 
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Calculemos 


dx* 

ds 


= t + 


= (1 — «íi)t 4- arb 




Ahora bien, de acuerdó con el problema precedente, es t * t* = constante = cos p, Entonces, 

..= coa fi (f ) 

Como quiera que es tin vector. unitário en el plano de t y b, y, además, t - 1* = cos p, tenemos 

que b*t* = ± aen ^ De este^nmdo^es 


t>t* = (1-ok) 


b-tí — ~ -sen/? 


Puesto que <x ^ 0, t?í 0 y dè/ds* ^ 0, entonces: sen 0 ?-£ 0. Por último, al eliminar a d& fd& 9 (z±x\yç. x * 
tendíamos 

± (1 — «k) sen p = otcofl a sea, k * T cot l/c es decir k + T t - l/a, en donde y = ± cot ^ 

5-lSy 7 Demostrar que, si a todo lo largo de C es t ^ 0, existe más de una curva C* tal que 
- ^ C y C* sean curvas de Bertrand, sii C es una hélice circular, v - / 

^- )Supongamos que C es una hélice circular*- Entonces, a todo lo largo de C, t = constante ^ 0 
y *c » constante ^ 0, De esta manera, para cu alquie r g ^ 0 podemos hallar un T - constante ^ O 
tal que ic + yr ^ 1 /«- Del problema precedente se infiere que C tiene un número infinito de curvas 
de Bertrand que le son homólogas, z 1 c te. j 

Recíprocamente, supongamos que C, C* y C** sean curvas de Bertrand y que a todo Io largo de 
C sea t?í 0, El problema precedente demuestra que existen las constantes y, y*, », a* (a ^ a*, 
pues de lo contrario seria C* *= C**) tales que 

(C + yr = 1/a y ic + y*T = 1 /ff* 

De este modo, y^f* y t = (l/o^ — l/a)/(y* — y) = constante, y, resolviendo las ecuaciones 
anteriores, se obtiene k = (y*/a — y/a*) (y* — y) constante, Puesto que k constante y 
T = constante son las ecuaciones intrínsecas de Ia curva C t ésta es una hélice circular. 


INVOLUTAS Y EVOLUTAS 




5-X4A Hallar la ecuación de la involuta de la circun¬ 
ferência x = a(cos0)ei + a(sen 0 )e 2 , a > 0, 
La involuta se engendra cuando se desenrolla 
una cuerda, a partir de 6 = 0 como ae mues^- 


tra en la figura 5-15, 




Si s es ün parâmetro natural a todo lo largo de 
la circunferência/ en forma que s = 0 si 6 = 0, 
entonces Ia ecuación de la involuta será x* = x — $t r 
Es evidente que la longitud de arco es $ = aQ, 

Además, * = ^/\ | = (— senejej *f (co$$)e 2r Y 

así, 

x* = (a(cos í)ej + Orfeentfjeg) 

— aí((“sen#)ej 4- (cos í)e 2 ) 

“ a(cos 9 -f & senfl)e! + ct(sentf — $ cos fl)e ? 
es el resultado que se buscaba» 




’ l.wz- 

" " / 

4 - ■ c ^ r> ■ 

t<U- ^ ^ 



r f* 

>31 i {* \<X& 


Fig.s-15 (-ãyvy,aí^'P) 


c-' 


L .-, r. r a ?■ . i L - t 

' Sif ' ' ■ íí Jí/j “ 


4ã5.') Demostrar que la curvatura de la involuta x* = x + (c — s)t de x = x(s) 


viene 


fS Lr 


expresada por la fórmula 

. f u fyfX r! 


,*2 - 


(c — sJM 


t dx* w * 

J < - = x — t + (c — e)t = {c-s)t cn, 


dx* ; 

ds 


f x 


7h 


/ . 

■■■"> 1 X -au +(í-s)/Òrt Xçsl^tí- &6C-f'(à-s)k)H, ^ ‘ 


7 ^ tejCüjyl - 

r 1 t>rC ~ 


e. « 

y /g 
, — — . ^ 

























iof 

A/h • 

K ;■ SK- ' 

■■ 

/Z > 


/ , ** 

; f 1 i 

Jbl 

'7?/ 

/íêjp^ fa *1 

i dt* 

' 4a* 
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-<C 


•• = '%/[%■{ = .*■*» [««-■>■]“ 

= "■ sign [(c — s)k]Í = sign [(c — s)#](”*ct -h rb) 

_±ât* /1 dx* I _ —ict 

— — ds/ | ds | - (c — *)■ 


C ^ ^ 

. , J ■ f ,^*írfi' na 

x /o Mu C' ^ 


iít. ' 




: + rb 


ií '-. í C ^ 

ktai& 


Por tanto, 


*2 


dí* jg 
ds* 


(C 2 + T 2 


(c-*)W J*' ' 




Vo 81 


t f fKja^jj 


S.lk 


^ .■•■ ^ //j '■ ? S y /£**j y JJcXA&t, //jí. * V, ■£ * 

■ u f< ■ . ' ^ “"Cê? //V ^ 1 ^Fé/ire^i 

Demostrar qué la binormàl unitaria de la involuta x* = x 4- (c — s)t de x = x(s),~ 


b * _-f * b + Tt 


De acuerdo con el problema precedente, se tiene 


Por tanto. 


n* =í 

f 


t* = sign [(c — s)ic]n 
—*t + rb 


i«.-.w«* ■ 

dt* i —*t + rb 
y ds * (c — $)tc 


-* t>' fí..j 

■■ d< 


\y 


j$2f 
: ãc 


(c — 8}kk* 


h* “ t* X n* —1 


H X (“*t 4- rb) _ _f *b + rt 


5.17* Demostrar que dos involutas de una 
curva plana son curvas de BertrancL 
(Véase el problema 5*11.) 

En la figura 5-16 m muestra que si C* 
y Cj son involutas de la curva plana C en 
puntos correspondientea de una recta L, 
tangente a C, las tangentes a C{ y Cj son 
ambas perpendiculares a L . Por tanto, sus 
normales principales en estos puntos coin- 
ciden, y, de hecho, son la misma recta L , 
lo cual prueba que Cf y C* son curvas de 
Bertrand. 


’* ~ ! fc 

(P - o * 


\(c-s)k\k* 

*} 


[{c— S)k|ic + 




I 


PV 


è&- 







. 5.18. Demostrar que la normal principal de una evoíuta C* de una curva C es paralela a 
\ , la tangente de C. 

Por definieión, C* es una evoluta de C si C es una involuta de C*. Aaí las cosas, el problema 
equivale a demostrar que la tangente a una involuta C de una curva C* es paralela a la normal de 
C*. Pero, esto se infiere de la ecuacidn 

t* = sign ]{c — s)>cl n = ±n 

obtenida en el problema 5.15. 


5.19. Demostrar que la interseccidn de la superfície tangente de una curva C con el plano 
normal a C en un punto P, en donde to, k 0 ^ 0, es una curva que tiene una cúspide 
en P, como se muestra en la figura 5-17. 

Utilizamos los términos principales 

Xi = &, #2 -= ^*0* a r X 3 = ÍkoTqS* 

de la representación canónica de C en las vecindadès de P, en cuyo caso la auperficie tangente y = 
x + At, -« < h < en las proximidades de P f tiene la forma 

Ai s= s + k, y 2 ~ %*e» 2 + Vz = -è^oTo® 3 + 
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Í-- ■*' ' 

El plano normal en P es el plano yays. es decir, el y\ = 0. Entonces, a todo lo krgo de la mtersec- 
cidn es = s + A = 0, o sea, £ ~-—*■ De esta suerte, en las proximidades de P la írtersección 

tiene la forma * 

Vz .= 4*,»*—k,«» = -£*o 8 2 , Vi - - ■è*#’-#* 3 = 

O sea, y 2 = -Íxl^(3/ T ^va y mj que es el punto cuspidal que se muestra en la figura 5-17. ^ 

^ """ ' ■ ^ .„;, x ■— xr^’ =-. # v: í" ~\$r\ ) 


f.z 




i/x' 


$ 


TEORIA DEL CONTACTO, SUPERFÍCIES OSCULATRIÇES 

5.20. ^Demostrar que la curva x = íei 4* í 2 e 2 + í 3 6a tiene un contacto de sextp orden con 

/el paraboloide x\ + x\ - x % = 0 en el origen (í = 0). C $ $) 

Consideremos la funcion r <. f 

/(t) = (*í) + (ti)* - fi = t* 

/'(#) = 6Í 5 , f"{t) = 30t*, /'"(t) = 1201 3 , / t4} (t) = 860Í 8 , / t5) (t) = 7201, / (<> (0 = 720 

Es evidente que /»(0) =0, t - 1,2, 3,4,5 y /»(0) ^0. Y, en eoneecuencia, la curva tiene con 
el paraboloide, en í = 0, un contacto de sexto orden. 


Demostrar que el plano osculador tiene con tina curva, en P, un contacto de cuarto 

orden, por lo menos, sii la curvatura o la torsiún se anulan en P. 

El plano osculador de la curva x = x(«) en s = «o es (x - xo) • b 0 - 0. Consideremos la 

funcidn „ . 

/(s) = - (x(s) - x 0 ) ■ b 0 

/'(*) = x• b 0 = t-b 0 , /"(*) = t*b 0 - *n-b„ 

/"'(«) = in*b 0 + «n*b 0 = ín • b 0 - A * b 0 + *rb • b 0 

Es evidente que /(* 0 ) = 0, /'(*o) ~ = f"i s o> ~ *o n o*.^o — 0 

/'"{«o) = io“o*»»o-^*o**»o+ Wobo * b 0 = *o T o = 0 
sii K 0 “ 0 , 0 si T(J = 0, que era lo que queríamos demostrar. 


Demostrar que el lugar geométrico de los centros de curvatura de una curva es una 
evoluta de la curva sii la curva efe plana. 

■' , /^l = í í/x 


X-: 


'í *, 

rj \ 


r -> 


Cs)t * ; 


l . 1,J 


^r,A~*íé.) ^ , 


x í ^ 


+ Si 
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£ 1,1 c.<jiA < 


c^v^juíe A ,v- ^ Q 


fCAR 5 




>: r„ 


EI lugar geométrico de los centros de curvatura de la curva x = x(s) es Ia curva y x + 
{l/*)n y, por esta raaón, es la única evoluta plana de x = x(s). (Véase el ejemplò 5.60 Por otra 
parte, las evoluías de i = x(s) sou de Ia forma 


x + (l/*}n + ( 1 /*) [cot rds + o)] b 
independientes, es posible que y sea igual s 
, rds + = 0 , o sea, ^ rds ~ *r /2 — c = 


Puesto que n y b son lineal mente independientes, es posible quey sea igual aalgún x* sii para algúnc es 
cot [ | ris + c J = 0 , o sea, 1 rdí = j/2 — c = constante 
En consecuencia, t = 0 y, de esta suerte, x - x(s) es una curva plana. 




fi r 


■ ^ F.i 


Í.23.) Demostrar que, si k no cambia de signo entre dos puntos de una curva plana, Ia dife¬ 
rencia de los rádios de curvatura en tales puntos es igual a la longitud de arco cpm- 
prendido entre los puntos correspondientes dei lugar geométrico de los centros de 
curvatura de la curva. 

El lugar geométrico de los centros de curvatura es y = x + (1/k)ii, Haciendo la derivación, 
se tiene 




dy * í , 

* = *--3* + 


- '-3” + ;<- rf > - 


en donde utilizamos t ■ O porque la curva es plana. Supongamos ahora que k 
x(íi) y x(s 2 ), eiendo (&i < s 2 ). Entonces, para &i < & < s 2 , se tiene 

dy 


0 entre los puntos 


ds 


—K 

I ** 


K 

X* 


y la longitud dei correspond iente arco dei lugar geométrico de los centros de curvatura es 

-..■-v, ár.íífe , = p(8s) “ p(8i) 

que era lo que queríamos demostrar. 




5.24 /Demostrar que las tangentes al lugar geométrico de los centros dé curvatura esférica 

-." de una curva son paralelas a las binormales de la curva en los puntos correspondientes. 

El lugar geométrico de los centros de curvatura esférica és 

y = x 4- (lA)n - -~çb 


Un vector tangente al lugar geométrico se expresa por 


dy 

ds 


= i~±n + (1/ K )A - |(^)b - » 

<L(±)b 

ds \k 2 t / 


= t — ^-n + (l/jc)(“ict + rb) 
de donde resulta Io que se busca. 


K*T 


<-™» ■ [í-.í(i): 


Problemas propuestos 

5.25. Hallar las ecuaciones intrínsecas de la curva X = e4(a(cos í)«i + a(senf)e 2 + èe 3 ). 

«V2 E, 


Re$p. 


s(2a 2 4- 6 2 )'« ’ 


s( 2 a a + 6 *)i« 
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5.26. Hallar las ecuaciones intrínsecas de la hipocicloide 


= [(**0-n) coa 9 - *1 eos — tf e, + [(,0- r i)sen# — rjsen ( ^°y — «'j Ji 


Re*P‘ ^ + /ji =1. T = °» A <B 


5.27./ Demostrar que si C es una curva plana, existe siempre una curva C* tal que Cy C*son curvas de 
^ Bertrand. 


5e2ft/ Determinar la curva cuyas ecuaciones intrínsecas son 

^ * ~ 1 t = 0 

* - aa + b* T W ’ 


* > 0 , a > 0 


Resp. La espiral logarítmica r = ce 7& ^: c >0) 





5 . 29 Í Hallar la ecuación de Ia superfície tangente a la curva x « íei + ^2 + 

Resp . x = (t + k)ti + (t 2 -I- 2fct)e 2 {t 3 + 3íít^)e 3 , < k < ». 

' - 

5.3ML Demostrar que todas las involutas de una circunferência son congruentes. 

5.3lJ Demostrar que si dos curvas tíenen las mismas binormales en puntos correspondientes, las curvas 
J son planas. -y ^ ^ V-r 

J' <? y - ■' ^ ' ■ ■ v 

5*32. 'Demostrar que una curva x = x(s) de clase ^ 4 cumple la ecuación diferencial 

x <.,-(M + i)v + (. ! + ^ + âi + í^)s + ..(H> = 0 ’ 

(Sugerencia: Calculense i = t, x = t = *cn/i* ^in + icn = Kn-K2t + «b y « 
combinaciones lineales de n, t t b y háganse las sustituciones dei caso.) 


como 


A 


5.33J Demostrar que si una curva está situada sobre la superfície de una esfera, entonces ^ ^ = 

6.34/ (u) Demostrar que la proyección de una hélice perteneciente a un cono de revolución sobre un 

plano perpendicular al eje dei cono, es una espiral logarítmica. 

( 6 ) Demostrar que las ecuaciones intrínsecas de una hélice perteneciente a un cono de revolución son 

k — l/as, t — 1 /òs, a, b — constante 


5.35. y Demostrar que la torsión de la involuta x* = x + (c — s)t de la curva x = x(s) es 

(kt-jct) ..... 


5*36/ Demostrar que las evolutas de una curva plana son hélices. ^ . . ^ 7 

_ ■' " \ 

6^7.^Demostrar que cot rds + c J es la raxón de la torsión de una evoluta a su curvatura. (Suge- 

" renciai UtiHcese en el problema 5.35 la relación entre una. curva C y una involuta C*, o lo que es igual, 
entre una curva C* y su evoluta C.) C 


5.38. Demostrar que ei lugar geométrico de los centros de curvatura de una hélice circular es una hélice 
coaxial de igual paso, y que el lugar geométrico de los centros de curvatura dei lugar geométrico de 
los centros de curvatura es Ia hélice original. 


5 * 39 , Probar que el producto de la torsión de una hélice circular por la torsión dei lugar geométrico de los 
centros de la hélice en puntos homólogos es igual a *3. 
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6.4Ü</ Integrar Ias ecuaciones de Frenet para el caso de curvatura y torsién constantes. 

/ 

y 

5.41. Si una hélice está situada sobre una esfera, demostrar que su proyeccién sobre un plano perpendi¬ 
cular a su eje, es un arco de epicicloide. (Sugerencia: Demostrar que la ecuacién intrínseca de la 

s 2 i 

proyeccién es ^ ^ ™ 1 , A > B. Véase ei problema 5.2.) 

5.42. Demostrar que Ia proyeccién de una hélice perteneciente a un paraboloide de revolución sobre un 
plano perpendicular a su eje, es una involuta de una circunferência. 

5*43. Demostrar que el producto de Ias torsiones de las curvas de Bertrand es contante. 

Si una curva C está definida por 

x = a J* g(t) dt + b J' g(t) X g'(£) ât 

en donde Jg(*)| = 1 y *= 1, demostrar que C es una curva de Bertrand. 


5.44, 


Capítulo 6 

) 

Topologia elemental 
en espacios euclídeos 


INTRODUCCION 

Dentro de la teoria de la geometria diferencial, el concepto de superfície es mucho más 
complicado que el de curva. Por ejemplo, una curva, por general que sea, se puede expresar 
en su totalidad mediante una representacidn paramétrica regular única; en cambio, una 
superfície tan sencilla como es la esfera, requiere para su completa descripcidn por lo menos 
dos representaciories paramétricas regulares diferentes. En una curva se pueden incluir o no 
sus extremos o puntos fronteras, al paso que, por ejemplo, la semi-esfera superior, juntb con 
su borde o contorno, que es un meridiano o circunferência máxima, no se considerará como 
una superfície admisible; en cambio, la semi-esfera superior, excluído su contorno, se admite 
como superfície. Para poder definir una superfície, se requieren algunos conceptos elementales 
de topologia. 

Es conveniente contar con un único símbolo para designar una recta, un plano o un 
espacio tridimensional euclídeos. De esta suerte, el concepto “espacio euclideo E” lo simboli¬ 
zaremos con B 1 , E 2 o E 3 . 


CONJUNTOS ABIERTOS 

En la figura 6-1 puede observarse que todo punto inte¬ 
rior a una circunferência en el plano, se puede encerrar den¬ 
tro de un entorno o vecindad esférico que a su vez sea interior 
a aquella. En general, un conjunto que goce de esta propie- 
dad se dice que es abierto ; o sea, se dice que un conjunto S 
de un espacio euclideo E es abierto si, para todo P pertene¬ 
ciente a S, existe una vecindad o entorno esférico S(P ) de 
P que esté completamente contenido en S. 



Fte-6-l 


Ejemplo 6.1. 

(o) Un intervalo abierto a < x < b t es un conjunto abierto de ÜX 
El intervalo a < x ^ b no es abierto; en effecto, cada S{b) con- 
tendrá puntos x f > b t y que, por tanto, no están en a < x ^ b. 

(&) EI semi-plano xi >0 es abierto. Pero, no lo es el conjunto for¬ 
mado por. el semi-plano x\ > 0 y el eje x\ que ee muestra en la 
figura 6-2. En efecto, si P es un punto dei eje x u a Ia izquierda 
dei origen, cada S(P) contendrá puntos a la izquierda dei origen 
que no pertenecen a xi y, en consecuencía, no soh dei conjunto. 

(c) Un entbrno esférico de un punto es abierto de por si. En Ei r es 
un intervalo finito abierto; en E* t es el conjunto de puntos perte- 
necientes a un círculo (interiores a Ia circunferência), y recibe 
el nombre de disco abierto; y en EZ t está formado por los puntos 
pertenecientes a una esfera, es decir, interiores a la'superfície 
esférica, y se denomina esfera abierto. 

(d) È1 espacio euclideo E es abierto de por rí. También es abierto el 
conjunto nulo 0; en efecto, si no fuera así, existiría un punto 



/ 

V 

V 


p \ 
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P en 0 tal que todo S(P) contendrfa puntos no pertenecientes a 0, Pero, no existe ese punto P perte- 

neciente a 0 . 

Observación. El disco abierto es un conjunto abierto dei E 2 , pero, no es abierto cuando 
se le considera como subconjunto de un plano perteneçiente a E 3 ; en efecto, todo entorno' de 
un punto en un plano de E 3 contiene puntos que están fuera dei plano. De esta suerte, el ser 
abierto es una propiedad relativa de un conjunto; todo depende dei espacio en que se consi¬ 
dere incluído el conjunto. 

Si {CM es cualquier família de conjuntos abiertos, finita 0 infinita, entonces la unidn 
UO« es un conjunto abierto. En efecto, si suponemos que P pertenece a UO*, entonces P es 
algún O*o. Puesto que O *0 es abierto, existe un S(P) en O*o. Pero, entonces S(P) pertenece 
a VO*. De este modo, para cualquier P de U O* existe un 
S(P) en VO*. Y, en consecuencia, VO* es abierto. 

Si (Oi), i = 1,..., n, es una família finita de conjuntos 
abiertos, entonces también la interseccidn nO; es un con¬ 
junto abierto. Porque, en el supuesto de que P pertenece a 
DO,-, entonces P pertenecerá a cada uno de los O,-. Como 
quiera que los O,* son abiertos, existe un Sc.. (P) en cada O,-. 

Supongamos ahora que c = min (ti). En ese caso, S f (P) 

i 

estará contenido en Oi para todo valor de i. Así, pues, S t (P) 
pertenecerá a HO,- y QO, es abierto, 

Obsérvese que la intersección de un, número infinito de 
conjuntos abiertos no es necesariamente un conjunto abierto. 

Por ejemplo, como puede apreciarse en la figura 6-3, la inter- 
sección de la familia infinita de discos abiertos concêntricos 
de radio 1 + l/n, n - 1, 2,.,,, y centro en un punto P 
dei E 2 , es el disco abierto de centro P y radio igual a 1 
juntamente con su contorno que es la circunferência de radio 
igual a 1. Y este no es un conjunto abierto. 

Como consecuencia de lo anterior, se tiene el 

Teorema 6.1. Los conjuntos abiertos de E tienen las siguientes propiedades 

(a) E es abierto; 0 es abierto. 

(b) Si los O* son abiertos, entonces la UO* es un conjunto abierto. 

(c) Si los O;, i = 1.n, son abiertos, entonces la QO{ es un conjunto 

abierto. ' 

Supongamos, por otra parte, que P y Q son puntos distintos de E. Es evidente que, 
tomando ei y « 2 suficientemente pequenos, por ejemplo, «1 = e s =q|PQ|, los en tomos S tl (P) 
y St 2 (Q) son disjuntos. Como los en tomos son conjuntos abiertos, tenemos el 

Teorema 6.2. Si P y Q son puntos distintos de E, existen conjuntos abiertos Op y Oq que 

contengan a P y Q, respectivamente, y tales que sea OpOOq - 0. 


CONJUNTOS CERRADOS. PUNTOS DE ACUMULACION O PUNTOS LIMITES 

Se dice que un conjunto S de E es cerrado si el conjunto de los puntos que no pertenecen 
a S es abierto, es decir, S es cerrado si su complemento S c es abierto. 



Fig. 6-3 
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Ejemplo 8,2. 

(a) El intervalo cerrado a < x < b es un conjunto cerrado en £ 1 , pues su complementario es la uniún de 
los conjuntos abiertos x > b y x < a. El intervalo a < x < b no es ni abierto ni cerrado. 

(b) El conjunto de los puntos racionales en el plano Xixg, es decir, el conjunto S dé puntos (p, q), en donde 
p y q son números racionales,' no es ni abierto ni cerrado. Como cualquier entorno de un número racional 
contiene algún número irracional, entonces todo S(p, q) contiene puntos que no pertenecen a S. Por 
tanto, S no es abierto. Además, como cualquier entorno de un número irracional contiene números 
racionales, el complemento de S no es abierto. Y, en consecuencia, S no es cerrado. 

(c) Un conjunto de E que conste de súlo un punto es cerrado. Por otra parte, un conjunto de E que cons¬ 
te de cualquier número finito de puntos es cerrado. 

(d) £ es cerrado puesto que 0 es abierto. Y 0 es cerrado puesto que E es abierto. 

(e) Los siguientes son ejemplos de conjuntos cerrados: 

(i) El disco abiérto de £2 junto con su contorno, y se denomina disco cerrado. 

(ií) La esfera abierta de £3 junto con su contorno, y se denomina esfera cerrada. 

(iii) La esfera de Ei de por sí es cerrada, pues su complemento es la uniún de su interior y de su exte¬ 
rior abiertos. 

(iv) Un toro de £3 es la superfície dei £3 que aparece en la figura 6-4 y que se obtiene cuando un círcu¬ 
lo gira alrededor de -una recta que está en su plano sin cortarlo. Un toro dei £3 es un conjunto 
cerrado. 



Fig. 6-4 


Se dice que un punto P es punto de acumulación o punto limite de un conjunto S de E 
si cualquier entorno esférico reducido S' ( P ) de P contiene al menos un punto de S. Recorde¬ 
mos que un entorno esférico reducido S* (P) de P consta de S(P) con exclusión dei propio P* 

Ejemplo 6.3. 

(a) Sea S un disco abierto de E\ como se muestra en la figura 6-6. Es evidente que cada uno de los puntos 
de S es punto de acumulación o punto limite de S r pues todo entorno reducido suyo contiene puntcs 
de S. Los propios puntos de la circunferência, aunque no pertenezcan a S, son puntos de acumulacid a 
de S, pues todo entorno reducido de ellos tendrá con S una intersección no vacía. 



Fig. 6-5 Fig. 6-6 


(6) Sea S el conjunto infinito de puntos 1,1 /% 1 /3,. 1 . dei eje como se ve en la figura 6-6- En 

este caso, 0 es un punto de acumulación de S t pues cualquier entorno reducido de 0 contiene por lo 
menos un punto de S , Se puede demostrar que 0 es el único punto limite dei conjunto. 
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Ahora, bien: Supongamos un conjunto S de E que goce de la propiedad de que todo 
punto de acumulacidn de S pertenezca a S. Sea P un puhto arbitrarip que no pertenezca a 
S, es decir, sea P un punto de S 0 . Es evidente que P no es punto limite de S puesto que S 
contiène sus puntos de acumulacidn. De esta suerte, existe algún S(P) completo que no con- 
tenga puntos de S. Se infiere que S c es abierto, pues para un P arbitrário,, perteneciente a S c , 
hállamos un S(P) en S c . Pero, si S c es abierto, entonces S es cerrado. Así, pues, si un con¬ 
junto contiene sus puntos de acumulacidn es cerrado. 

El recíproco, que también es verdadero, se demostrará en el problema 6.5. De esta ma- 
nerai tenemos el 

Teorema 6.3, Un conjunto de E es cerrado Si y sdlo si contiene todos sus puntos limites. 

Se denomina clausura de un conjunto S y se designa por S, a un conjunto que consta 
de S y dei conjunto de los puntos de acumulacidn de S. En alguno de los problemas resueltos 
demostraremos que S es el menor conjunto cerrado que contiene a S; es decir, (a) S es cerra¬ 
do; (6) si T es cerrado y Sçf, entonces S ç T, 

Ejemplo 6*4* 

(a) Aludimos al conjunto dei ejemplo 6,l(ò) que está formado por el semi-plano aq > 0 y el eje x i. Este 
conjunto no es ní abierto ni cerrado. Los puntos dei eje son puntos limites dei conjunto* pero no 
pertenecen a jêL Si incluyéramos estos puntos limites, es decir, si consideráramos el conjunto formado 
por el semi-plano xi > 0 y el eje X\, tendriamos un conjunto cerrado que es la clausura dei conjunto 
dado. 

(£} Cada punto de £2 es un punto de acumulacidn dei conjunto de los puntos racionales de £2, pues todo 
entorno reducido de cada punto dei plano x±X 2 contiene un punto racional. 

Por último* se dice que un conjunto de £ es acotado si está contenido en algún entorno 
de un punto* Por ejemplo, en el j? 1 , S es acotado si y sdlo si está contenido en un intervalo 
abierto finito; en el E 2 , S es acotado si y súlo si está contenido en un disco abierto; y en el 
E\ S es acotado si y sdlo si está contenido en una esfera abierta* 

Ejemplo 6,5. 

(a) El conjunto de los puntos 1,1/2,1/3, ♦. , de £i, es acotado. En efecto, está contenido en el intervalo 
0 < x < 2. 

(b) Los puntos racionales (p t q) dei plano * 1*2 no son acotados* 

(c) Es evidente que un conjunto finito de puntos de E es acotado. 


CONJUNTOS CONEXOS 

Consideremos un conjunto S que consta de dos discos cerrados disjuntos de E 2 , como 
se ve en la figura 6-7* Como la distancia entre los discos no es nula* existirán conjuntos abier- 


tos Oi y 0 2 cuya uniòn contenga aSy tales 
que sus correspondientes intersecciones con S 
sean no-vacías y disjuntas* En general, se 
dice que un conjunto S de E es ineonexo si, 
como en el caso anterior, existen conjuntos 
abiertos O x y ü 2 tales que, (a)SçOiU0 2 (Oj 
y 0 2 cubren a S), (b) Oif\S^0 t 0 2 OS ^ 0 
(tanto O i como 0 2 tienen con S intersecció- 
nes no-vacías), y (c) (OiOS) n (0 2 nS) » 
Oin0 2 nS » 0* (Las intersecciones de Oi y 0 2 
con S son disjuntas.) Un conjunto S, no- 
vacío* se denomina conexo si no es ineonexo* 




Fig* 6-7 
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Ejemplo 6,6. 

(o) De los mimerales (6) y (e) antedichos, se desprende que un conjunto ineonexo debe tener al menos 
dos puntos. De esta suerte, un conjunto que conste de un único punto, es conexo. Por otra parte, un 
conjunto finito de £ que conste de doe o más puntos es ineonexo* 

(b) En el desarroUo dei problema 6*14 de la página 123, se demostrará que los únicos conjuntos conexos 
de £» son los intervalos. (Incluímos el caso de un punto único a < x < a.) 

(c) Loe siguientes son ejemplos de conjuntos conexos de £3; (i) un segmento de recta; (u) una esfera 
abierta; (iíi) un toro; (iv) un toro conjuntamente con su interior, que es el Ilamado toro sólido o c errado. 

Un conjunto de E abierto y conexo se denomina un domínio. 

Ejemplo 6*7* 

(a) Los siguientes son ejemplos de dorainíos: 

(i) El conjunto abierto determinado por dos esferas concêntricas de £3. 

(ii) El semi-plano Xi > a en £2. 

(iii) El interior de un toro, o toro abierto* 

(£) Los siguientes conjuntos no son domínios: 

(i) El toro sdlido de Ez (es conexo, pero no abierto). 

(ii) Dos discos abiertos disjuntos de £2 (son abiertos, pero no conexos). 

Se dice que un conjunto S de E t no-vacío es arco-cottexo si dos puntos de^ S se pueden 
unir con un arco continuo completamente contenido en S . Para precisar, décimos que S es 
arco-conexo si, dados dos puntos cualesquiera de S, por ejemplo, Xi y x 2) existe una funcidn 
mni-irma x(f), definida en el intervalo 0 ^ t ^ 1, y tal que, (a) x(í) pertenece a S para 
todo valor de í, y (6) x{0) = xi, x(l) = x 2 . 

Ejemplo *6.8. 

(а) Un conjunto que tiene un único punto *i es arco-conexo, pues x(í) = constante = *i, y eso basta. 

(б) Es evidente que, de por sí, E es arco-conexo, pues la funcidn x(í) - xi + f(* 2 - *i)> 0 — * — 1 
es una recta que une puntos cualesquiera xi y x 2 . 

(c) Se puede demostrar que en El un conjunto es arco-conexo si y sdlo si es un intervalo. De esta suer¬ 
te, en El los conjuntos conexo y arco-conexo son los mismos conjuntos. 

Si un conjunto S de E es arço-conexo, entonces es conexo. En efecto, supongamos que 
S fuera arco-conexo, pero ineonexo. Entonces, existirían conjuntos abiertos Oi y 0 2 que con- 
tendrían a S y tendrían con S intersecciones no-vacías y disjuntas, como se muestra en la 
figura 6-8. 



Fig.6-8 
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Supongamos ahora que P pertenece a S (1 í), y que Q pertenece a S n 0 2 y, adernas, 
que x = x(f), 0 < ;f < l t es un arco continuo que va desde P hasta Q en S. Consideremos 
luègo, en el intervalo 0 < í < 1, Ia funcidn numérica los reales, f{t), definida así 

_ J 1» si x(í) estáen SOOi 
[-1, si x(í) está en Sn Oa 

Puesto que x(í) pertenece a S y S ç Oi U O 2 , se infiere que f está definida para todo t perte¬ 
neciente a 0 S í £ 1, Además, es uniforme, pues S n Oi y S n O 2 son disjuntos. Ahora, 
bien^ deseamos demostrar que f(t) es continua para todo valor de f. Consideremos t = to y 
supongamos que x(t 0 ) es de S n 0 \ t por ejemplo, como se muestra en la figura- Entonces, 
x(t Q } seria de O x y, como Oi es abierto, existiría un S e (x(t o)), tambien de Q lm Como quiera que 
x(£) es continua en to y existiría un Ss(f 0 ) 5 tal que x(í) sea de S<(x(fo)), y, en consecuencia, de 
S n Oi para f perteneciente aS 5 (« t Pero, entonces f(t) ^ 1 si t está en Sfefo). De esto se 
desprende que f{t) seria continua en Si x(£ 0 ) es de S n 0 2y la argumentación es análoga. 
De esta suerte, f(t) sena continua en todo el intervalo 0 ^ t — X. Pero esto es imposible, 
porque una funcitín continua que toma el valor 1 en t - 0 y el valor -1 en t *= 1, debe 
tomar todos los valores entre — 1 y 1, de acuerdo con un teorema de cálculo elemental, y no 
es este el caso de la funcidn f(t) . Tenemos, pues, en esta forma el siguiente 

Teorema 6.4* Si un conjunto S de E es arco-conexo, entonces es conexo. 

Si bien el recíproco de este teorema es verdadero en E\ no lo es para cualquier E en 
general, como se comprueba en el problema 6.20., Es decir, existen en E 2 conjuntos conexos 
que no son arco-conexos, Con todo, si S es conexo y abierto en E, entonces es arco-conexo 
en E . Por ello, en el problema 6-13 demostraremos el 

Teorema 6*5* Un domínio es arco-conexo. 

CONJUNTOS COMPACTOS 

Se llama recubrimiento abierto de un conjunto S de E a una família de conjuntos abiertos 
cuya unitín contiene a S. Se denomina subrecubrimiento a un subconjunto dei recubrimiento 
abierto que tenga la misma propiedad que éste* Recibe el nombre de recubrimiento finito un 
recubrimiento abierto que consta de un ndmero finito de conjuntos* Es evidente que, para 
todo conjunto de E, existe un recubrimiento abierto, a saber: Ia familia que consta unica¬ 
mente dei propio conjunto E* 

Ahora, bien, se dioe que un conjunto S de E es compacto si a cada recubrimiento abierto 
ÍOa) de S le corresponde un subrecubrimiento finito {G«i, 0* 2f . - ,, O**}. 

Ejemplo 6.9. 

Todo conjunto finito de puntos es compacto- En efecto, supongamos que sea S « {Pi>... t P n } un 
conjunto finito y {Oi} un recubrimiento abierto arbitrário de S; es decir, los Gerson abiertos y S ç U O a. 

Ahora bien, por cada Pi escojamos unO ai dei recubrimiento que contenga a P ** Entonces es evidente que 
{ a qi ^* 2 * ■ - *f^a n } es un subrecubrimiento finito de S \, Puesto que {Oa} fue escogido arbitrariamente, S 
es compacto* 

Ejemplo 6.10. 

Sea S el conjunto finito {1,1 /2,1 /3y, * .} de Ei, 
que se muestra en la figura 6-9, Este conjunto no es 
compacto, pues podemos mostrar un recubrimiento 
abierto de S que no tenga subrecubrimiento finito* 

A saber: Supongamos que Oi = {£< * < 2} y que 

0 „ designe el intervalo abierto —< x < —-— 

n 1 n — 1 

para n > 2* Es evidente que O n contiene a l/n y. 



Flg.6-9 
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_ ( , , , . r . \ n = i es un recubrimiento abierto de S* Pero, obsérvese 

qÍe“?da S oJ contiene únicamente el punto l/n de S y, por ello, ningún subrecubrimiento finito podrto 
llegar a contener la totalidad de S* 

Supongamos ahora que S es un conjunto compacto. Por cada P de S escojamos un S(P) 
arbitrário. La colección de estos entomos es un recubrimiento abierto de 8 y, comoi S es com- 

pacto existe un subrecubrimiento finito §(P 1 ), S(P *)>■ • S(P a ). ^ eto > ^ n ® u í\ co * 1 * 
junto’ finito de entomos es, evidentemente, un conjunto acotado. Como S está contemdo en 
la unidn, entonces S es acotadõ. Y, de esta suerte, un conjunto compacto es acotado. 

Además, un conjunto compacto S es cerrado. En efecto, supongamosqueQ es un gmto 
arbitrário de su complemento fl°. Por cada P perteneciente a S existen un S(P) y ™ S (Q) 
tales que S(P)nS p (Q) = 0. Es evidente que la família {8 (P)U» 
de S v, puesto que S es compacto, existe un subrecubrimiento finito {8{P i), %),. ■ 

Sea, ahora, 0 = 0S Pí (Q) la interseccidn de los correspondientes entomos de Q. Obsérvese 

que O contiene a Q y es abierto. Y, además, 

on(yS(Pj)) = y(0nS(P,)) = y(95 p ‘(Q)nS(Pí)) 

Pero, S P J(Q) n S{Pj) = 0 . En consecuencia, O n (US(Pj)) = 0 . Como quiera que S(Pj) 
f uhrs a S se infiere que O n S = 0. Así, pues, O ç S c . Empero, O es abierto y contiene a 
Ó. b por tanto, existe el S(Q) ç S c . De esta suerte, a un Q arbitrário de S c le corresponde un 
entorno de Q en S c . De esto se deduce que S c es abierto y, en consecuencia, que S es cerra . 

De modo que un conjunto compacto es cerrado y acotado. La recíproca ^de eja P ro P^ 
ciòn es verdadera en E y se conooe con el nombre de teorema de Heme-B . 

su deraostracidn, el lector debe recurrir a un texto de cálculo superior. Tenemos, pues, e 

Teorema 6.6. Un conjunto de E es compacto si y sólo si es cerrado y acotado. 


APUCÀCIONES CONTINUAS 

Sean los espacios euclídeos E y F, y S un subconjunto de E. Sea / una ap lic &ci<ín de 8 
en F es decir, a cada P perteneciente a S se le hace corresponder un punto f(P) perteneciente 
a p Se dice que la aplicación f es continua en un punto P 0 de S si, como se muestra mas adfr 
LSe m la ^ara 6-10, a coda entorno Stf(P.» de F, ee le puede to«ner ». 
entorne S(P.) en E, tol que /(P) eeté en Stf(P.» pera ® 

püede decirse, f es continua en Po si por cada S(f(P o)) existe un &(Po) q 
f(S(Po) nS)Ç S(/(Po)). ta aplicación f se dice que es continua en S o simplemente conti- 

nua, si, es continua en cada punto de S, 



Ejemplo 6.11. „, , c . 

(«) La aplicación constante, f(P) = Qo. a.cada punto P de un conjuntoSde E 

Qo deF, es continua en S. En efecto, supongamos qué P 0 es un punto arbitrário de S y que S(f(P*)) 
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S(Qo) es un entorno arbitrário de /(Po)* Pero, para todo P de S t y, por tanto, para todo P de cualquier 
S(Po) de Pflj se tíene f(P) «= Qq en S(Ço)* Así, pues, /es continua en Pq. Y, puesto que Po es un 
punto arbitrário de S, / es continua en S. 


(fr) Sean: S una esfera de Ez y h un plano tangente a ella, como se muestra en la figura 6-11. Supongamos 
que cada P de S teuga un/(P) como proyección ortogonal sobre L. Esta aplicación es contínua para 
todo Po de S. En efecto, dado un St (/(Po)), escojamos Z =» t* En ese caso, ei P pertenece a Sj(Po) n S* 
su proyección, /(P), pertenecerá à (/(Po))* 



Fig* 6-11 


(c) La ecuaclón polar 

x = r cos 6, y = r "sen 6 

define una aplicación, /, de Ia semi-fája r> 0, 0 < 6 ^ x/2, perteneciente ai plano rt, en ei plano xy r 
Esta aplicación es continua en cada (r 0í do). Consideremos, en primer lugar, r 0 ^ 0 y sea e 0 )) = 

£í(*o>:Vo) un entorno arbítrario de/(ro, 6o)- Tal cual se indica en la figura 6-12, escojamos Ar > 0 y 
AO > 0 suficíentemente pequenos para que los puntos (x,y) pertenezcan a S((xo,yo)* (Las coordenadas 
polares de (x,y) son (r,6), en donde 0 < r 0 - Ar < r < r 0 -h Ar, y 0 O - AO < 8 < 6 0 + A8, 
están en SeteotJVo)*) Entonces, a cada {r, 6) perteneciente a la región rectangular abierta R dada por 



Fig* 6-12 


ro — Ar < r < ro + Ar, 6<> — A8 < 6 < 0<> -h A8, tenemos que /(r, 6) es interior a S ( (x^yo), Pero, 
ahora, escojamos cualquier Szfro, 0 o ) de R. Entonces para (r, 0) en Sz(r Qf 8 0 ), tendremos que /(r, 0) será 
interior a S e (xo,yo)- Como S ( (xo,yo) es arbítrario, / será continua en (ro,6o). Encaso de que sea r & = 0 
(obsérvese que /(0, 8<>) *= (0, 0)), escogeremos 3 = e. Entonces, si (r, 6) pertenece a Shífl, 8 0 ), tendre- 
mos que 0 ^ r < 3 o sea, 0 ^ r < *; y, en consecuencia, /(r, 0) ** (x,y) pertenecerá a S ( (0 , 0). 
Así, pues, / es continua en 0 < r, 0 < 6 ^ x/2. 

(d) Las ecuaciones 

f u* + vK para u > 0 

x = u, y = v t z - 

il, para u < 0 
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definen una aplicación dei plano uv en J£3, Tal 
como se muestra en la figura 6-13, el conjunto de 
imágenes (puntos asignados) es una superfície for¬ 
mada por el semi-plano (u < 0) y el medio para- 
boloide (íí > 0). La aplicación es continua para 
u < 0, u > 0, y en los puntos (0, 1) y (0, —1) 
en donde se cortan el plano y el paraboloide* La 
aplicación no es continua para los restantes puntos 
dei eje de los v> 

Por ejemplo, consideremos el punto (0,-J). 

B» él, /(0,£) = (0,4,i), que es ün punto dei 
contorno dei paraboloide, Supongamos ahora que 
t es tan pequefío que S e (/((),■£)) no corta al plano; 
para ello, basta que < < Ahora, bien, $i / fuera 
continua en (0,^), existiria un 5^(0, £) tal que, 
para todo (u, t?) de S&Í0,£), f(u r v) debería estar 
en Sí(/( 0,^)). Pero, en todo Sa(0,i) eatíste un 
(u, u), en donde u < 0. Para este (it, e), /(«, u) 
está en el plano y, por tanto, no pertenece a 
Así, pues, .f no es continua en (0, ■J). 

Sean los espacios euclídeos E y F, y S un oonjunto conexo de E y / una aplicación con¬ 
tinua de S en F. Demostraremos que la imagen, f(S), es un conjunto conexo de F. En efecto, 
supongamos que no fuera aáí, Entonces, existirían los conjuntos abiertos Oi y 0 2 tales que 
f(S) COtVOi, f(S)r\Oi*p,f(S)nO2*0, y/(S)nOiOOa = í3, 

SupongamoB que j4i representa al conjunto/(S) n Oi y A 2 al corijunto /CS) n 0 2 , y que 
P es un punto de S tal qüe f(P) pertenece a A\, y Q un punto de S tal que f(Q) pertene¬ 
ce a A 2 . Tales puntos existen, pues A\ y A 2 no son vacíos. Como quiera que Ai pertenece a 
Oi y éste es abierto, existirá un S(f(P)) en Oa. Y como / es continua, existirá un S(P) per¬ 
teneciente a E tal que f(S(P )) pertenezca a S(f{P)) y, por tanto, a 0\. Supongamos ahora 
que Wi = U S(P) para todo P de S tal que f(p) pertenece a 'Ai. Análogamente, con- 
vengamtís que W 2 = U S(Q), en donde f(Q) pertenece a A 2 .. En este caso, f(S(Q)} es de 
O 2 para todo valor de Q.. Ahora bien, es evidente que Wi y W 2 son abiertos de E, pues son 
uniones de conjuntos abiçrtos {los en tomos). Además, S ç W\ U W 2 y Sn W\ ^ 0 y 
S n \y 2 7 * 0, Por último, S n Wi y Sn W 2 son disjuntos. Por supuesto que P* pertenecerá 
a S n Wi H W 2 . Puesto que P* pertenece tanto a Wi como a W 2 , entonces existen puntos 
P de Wi y Q de W 2 tales que P* pertenece tanto a S(P) como a S(Q). De esta suerte, f(P*) 
pertenecerá simultáneamente a Oi y 0 2 . Pero, además, P* pertenece a S y, por ello, f(P*) 
pertenecería a f(S), lo cual es imposible porque Oi n 0 2 0 f(S) = 0. De este modo, tene¬ 
mos el 

Teorema 6.7. La imagen de un conjunto conexo debida a una aplicación continua, es conexa. 

Por otra parte, en el problema 6.24 de la página 127 se demostrará el 

Teorema 6.8. La imagen de un conjunto compacto debida a una aplicación continua er 
compacta. 

En el cálculo aprendimos qpe una fúnción numérica en los reales y continua, f(t), defi¬ 
nida en un intervalo cerrado I, adopta en éste sus valores máximo alisoluto y mínimo abso¬ 
luto. Es decir, existen en I valores íi y t 2 tales que /(í) ^ fih), para todo valor t en / y 
f(t) > f{t 2 ) para todo í en J. Lo mismo vale, en general, para las funciones continuas numé¬ 
ricas en el campo real, definidas en conjuntos compactos. En efecto, supongamos que / es 
ima funciÓn continua numérica en el campo real, definida en un conjunto compacto C, o, 
lo que es igual, que f es una aplicación continua de C en E l . Entonces, de acuerdo con el teo¬ 
rema 6.8, la imagen /(C) perteneciente a E l es también compacta. Como quiera que f{C) es 
compacta, será cerrada y acotada. Como es acotada, tiene superior M e inferior m. Falta 
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demostrar que M y m pertenecen a f(C), en cuyo caso, existirán valores Pi y Pa pertenecien- 
tes a C tales que f{P) ^ M = f(P\) y f(P) ^ m = /(P 2 ) para todo valor P de C y, por 
tanto, f adoptará en fellos el máximo y el mínimo de C. Pero, si M SÊ f(C), entonces M 6 \f(C) ] c , 
Como f{C) es cerrado, entonces es abierto, Mas, en este caso, existirá un intervalo 

abierto M — c < M < M + *, en [f(C)] c . En particular, existirá en M — t < M < M + t 
un Mi tal que f(P) ^ Mi < M para todo P de C. Sin embargo, esto seria imposible, porque 
M es la menor de las cotas superiores de f(C). Análogamente, se demuestra que m 6 f{C). 
Así, pues, se tiene el 

Teorema 6.9. Una función numérica real continua en un conjunto compacto adopta en él 
sus valores máximo y mínimo absolutos. 

Por tíltimo, supongamos los espacios euolídeos E, F y G y que S es un subconjunto de 
E,T\m subconjunto de F, y f una aplicacidn de S en F tal que f(S) Ç T, y g una aplicaçiòn 
de T en G. Entonces, para todo P de S existe una composicidn compuesta g o f de S en G 
definida por (g° f)(P) = g(f(P)), como se muestra en la figura 6-Í4. 



Pig. 6-14 

Entre los problemas resueltos demostraremos que si / y g son continuas, entonces g ° f 
es continua. Es decir, demostraremos ei 

Teorema 6 .10, Si una aplicacitín continua se compone con otra aplicactòh continua, el 
resultado es una aplicacitín continua. 


HOMEOMORF1SMOS 

Sea f una aplicacitín continua de un conjunto S (de E) sobre F. Si f es biyectiva, existe 
una aplicacitín inversa f~' de la imagen f(S) de f en S. Si f~i es continua en f(S), entonces 
f recibe el nombre de aplicacitín inyectiva bicontinua de S sobre F, 

Una aplicacitín inyectiva bicontinua de un conjimto S (de E) sobre un conjunto T (de F) 
se denomina aplicacion topológicu u homeomorfismo de S sobre T. Es evidente que una aplica' 
ción inyectiva bicontinua de S (dei espacio E) en F, determina un homeomorfismo de S sobre 
la imagen f(S), Además, si / es un homeomorfismo de S sobre T, entonces f" 1 es un homeo¬ 
morfismo de T sobre S. Por tíltimo, un conjunto S, de E, se dice que es topolôgicamente equi¬ 
valente u homeomorfo a un conjunto T, de F, si existe un homeomorfismo de S sobre T. 

_ Intuitivamente, concebimos un homeomorfismo como una aplicacitín en la que puntos 
vecinos entre aí, permaneceu vecinos después de la trasformación. De esta suerte, dos figiiras 
son topolôgicamente equivalentes si existe un movimiento elástico que haga coincidir una de 
las figuras con la otra. 
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Ejemplo 6.12. 


(a) Las ecuaciones 

Xi “ cos t, x 2 = sen í, 0 ^ t < 2* 

defínen una aplicaciôn continua e inyectiva, f> dei intervalo G < í < 2x sobre la circunferência de 
centro en el origen y radio igual a uno, en el plâno * 1 X 2 - Sin embargo, Ia aplicaciôn no es bicontinua, 
porque la aplicaciôn inversa /-1 que lleva de regreso la circunferência sobre el intervalo, no es contínua 
en (1, 0). Tal como se muestra en la figura 6-15, cada entorno de (1, 0) contiene puntos (los que estôn 
por debajo dei eje de x{) que f-i aplica en puntos vecinos a 2x. De esta suerte, si, por ejemplo, conside¬ 
ramos Ja mitad dei entorno de /-i(l, 0). = 0, ocurre que no se puede hallar ningún entorno de (1,0) 
cuyas imágenes están todas contenidas en 0)), Obsérvese que si la aplicaciôn f se restringe 

al intervalo 0 ^ t ^ x, como se muestra en la figura 6-16, entonces / es un homeomorfismo sobre la 
semi-circunferencia. Así, pues, el segmento de recta y la sem i-circunferencia son topolôgicamente equi¬ 
valentes. 



Fig. 6-15 



(b) Una clase muy importante de superfícies de dos caras en el £3 es la de Ias llamadas esferas de n asas. 
Estas superfícies se obtienen abriendo 2n huecos sobre la esfera y curvando luego n tubos diferentes de 
manera que sus extremos encajen en los huecos. En la figura 6-17 se representa una esfera de tres asas. 
Obsérvese que estas superficies son conjuntos cerrados y acotados (compactos) de puntos dei i?3, Se 
puede demostrar que toda superfície de dos caras, compacta —tal como dentro de poco se definirán las 
superfícies — es topolôgicamente equivalente a una esfera que tenga ciertò número de asas. Por ejemplo, 
el toro es topolôgicamente equivalente a la esfera de una sola asa. 



Fig. 6-17 
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Problemas resueltos 

CONJUNTOS ABIERTOS. CONJUNTOS CERRADOS 

6.1, Establecer cuáles de los siguientes conjuntos son, (i) abiertos, (ii) cerrados, (iii) aco- 
tados. Y hallar, (iv) su conjunto de puntos de acumulación, (v) su clausura. 

(a) Los enteros {0, ± 1, ± 2,. ..} a todo lo largo de E 1 , 

(b) Todos los (x, y) dei plano xy, tales que xy 0. 

(c) El conjunto {1 + i -(1 + J), (1 + i), -{1 + *), . . ., (-l)-(l + £), .. .} en E l . 

( d ) Un toro dei E *, 

(a) EI conjunto es cerrado, pues su complemento es una umón de conjuntos abiertos n — 1 < x < n t 
n “ Ü, ± 1, ± 2,. . . Es evidente que el conjunto no es acotado. Y no tiene puntos limites o de 
acumulación, porque, dado cualqüier número real x Qf podemos hallar un entorno reducido de 
xq que no contenga ningún entero. Su clausura es él mismo, 

{&)■ Este conjunto es el plano xy exceptuando los ejes x y y. Es abierto, pues cualquier punto 
dei conjunto tendrá una distancia mínima, no nula, d = min {|jcoU ;yolb al eje * o al 
ejeyy, por ello, puede incluirse en un entorno que esté completamente dentro dei conjunto. 
No es acotado. Todo punto dei conjunto es punto de acumulación suyo. Pero, tambíén los 
puntos de los ejes x y y son puntos limites. De esta suerte, el conjunto de los puntos de acumu¬ 
lación es ei plano xy completo, y su clausura es, también, el plano xy óompleto. 

(c) Este conjunto no es nl abierto ni cerrado. Como se muestra en la figura 6-18, existe un punto 
dei conjunto, el (1 +^} s tal que cualquier entorno suyo contiene puntos que no pertenecen al 
conjunto, En consecuencia, el conjunto no es abierto. Por otra parte, cualquier entorno dei 
número 1, perteneciente al complemento dei conjunto, contiene un número dei conjunto (es 
decir, un punto que no pertenece al complemento). Se ve, pues, que el complemento no es 
abierto, de modo que el conjunto no es cerrado. El conjunto es acotado, pues está contenido en 
el intervalo —2 < x < 2. Sus puntos de acumulación (limites) son 1 y —1. Estos números 
junto con los dei conjunto, conforman su clausura. 

"- 1 * I “ 4 TT 

Fig. 6-18 

(d) La superficie de un toro es cerrada, porque cualquier punto de su complemento tendrá una 
distancia al toro, no nula, y por tanto estará contenido en un entorno que a su vez estará con- 
tenido en el complemento. Así, pues, el complemento es abierto, y, por tanto, Ia superficie es 
cerrada. El toro es acotado. Cada punto dei toro es de acumulación, pues todo entorno reducido 
de un punto dei toro tiene con él una íntersección no vacía. No existen más puntos limites, pues 
un conjunto cerrado contiene sus puntos de acumulación. La clausura dei toro es él mismo, 

6,2* Formular la negación de la proposicion, ft S es un conjunto abierto de E ". 

S no es un conjunto abierto de E si existe un punto P de S tal que cualquier entorno de P 
contenga algún punto que no pertenezca a S. 

6*3* Formular la negación de la proposición, “P es un punto de acumulación de S*\ 

P no es un punto de acumulación de S si existe un entorno reducido de P que contenga puntos 
que no pertenezcan a í>, o, lo que es igual, P no es un punto de acumulación de S si exístç un entorno 
reducido de P que esté contenido en el complemento de S. 

6.4. Demostrar que la unión de un número finito de conjuntos cerrados de E es cerrada. 

Una de las leyes de De Morgan para conjuntos senala que el complemento de là unión de con¬ 
juntos es la íntersección de sus complementos, es decir, 

(ySi)c = n{Sf) 

De esta suerte, si £ t , i = 1,. . ,, n, es un número finito de conjuntos cerrados, entonces, cada uno 
de los Sf es abierto. Y como la Íntersección de un número finito de conjuntos abiertos es abierta, dei 
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teorema de De Morgan se desprende que — <uSj) c es abierta, Y, por consiguientô, \jSí ee 

cerrada, que era lo que se deseaba demostrar, Gbsérvese que la unión de un número infinito de con¬ 
juntos cerrados no es necesaríamente cerrada. Por ejemplo, la unión de los intervalos cerrados 
-1 f 1/rt < x < 1 — 1 jn, n - 1, 2,... * en El es el intervalo abierto -1 < x <1. 

6*5* Demostrar que un conjunto cerrado contiene sus puntos de acumulación. 

Supongamos lo contrario. Es decir, supongamos que S es cerrado y que P es un punto limite 
de S f pero que no pertenece a S, Como P es cerrado, SC es abierto. Y como P pertenece a SC, y SC 
ea abierto, entonces, existe un entorno S(P) de P que está contenido en SC. O sea, que existirá un 
S(P) que no contiene puntos de S. Pero, esto es imposible porque P es un punto de acumulación de 
S y cualquier entorno reducido suyo debe contener algún punto de S, lo cual demuestra la proposí- 
ción. 

6 * 6 * Demostrar que si P es un punto de acumulación de S, entonces todo entorno de P 
contiene infinitos puntos de 8 . 

Supongamos lo contrario. Es decir, supongamos que P es un punto de acumulación de S y que 
existe un entorno de P que contiene unicamente un número finito de puntos de S, distintos de P, 
por ejemplo, los puntos Qj, Qjjj- j Qn- Obsérvese que existe, por lo menos, uno de tales Q , pues P 
es un punto limite de S, Supongamos ahora que í es la distancia entre P y el Qi más próximo. Es 
decir, supongamos que es t “ min {e£(P, Qi), d(P t Qa), . ,d[P 7 Q n )}* Entonces, S f (P) no contendrá 
puntos de S distintos de P, Pero, ello es imposible porque P es un punto de acumulación de S, De 
este modo, queda demostrada la proposición, 

6*7* Demostrar que la clausura de un conjunto es un conjunto cerrado. 

A 

De acuerdo con el teorema 6.3, bastará demostrar que la clausura S de un conjunto S contiene 
la totalidad de sus puntos de acumulación. Con este fin, supongamos que P es un punto limite de S, 
Entonces, todo entorno S(P) de P contendrá por lo menos un punto Q perteneciente a S y tal que 
Q P. Entonces, oel propio Q pertenece a S o es Q un punto de acumulación de S t en cuyo caso 
todo entorno S(Q) de Q contendrá algún punto Q * de S. Como es posible escoger a S{Q) de manera 
que S(Q) esté situado en S(P) y P £ S(Q) t podemos asegurar que Q* £ S(P) y Q* ^ P. Así, pues, 
en uno u otro caso, S(P), contendrá un punto de S distinto de P, y es P un punto de acumulación 
de S, tal como se queria. 

6.8p Un punto P de S se denomina punto interior de S 
si existe algún entorno esférico de P totalmente 
contenido en S. El conjunto de los puntos interio¬ 
res de S recibe el nombre de interior de S. Obser¬ 
vemos que cualquier punto de un conjunto abierto 
es un punto interior dei conjunto. Por esto, un 
conjunto abierto"es igual a su interior. Demuéstrese 
que, en general, el interior de un conjunto es un 
conjunto abierto. 

Supongamos que T designa el interior de S y que P 
es un punto arbitrado de T. Puesto que P es un punto 
interior de S , existirá un entorno S(P) contenido en S t tal 
como se muestra en la figura 6-19. Supongamos, ahora, 
que Q es un punto en el interior de S(P). Como S(P) es 
abierto, existirá ún S*(Q) contenido en S(P ) y, en conse- 
cuencia, contenido en S, De esto se infiere que Q también 
pertenece a T, que es el interior de S. Como Q es un punto 
arbitrado de S{P) t entonces la totalidad de S(P) está 
contenida en T. Y como P es un punto arbitrado de T t se 
deduce que T es abierto. 



CONJUNTOS CONEXOS. CONJUNTOS COMPACTOS 

6.9. Decidir cuáles de los siguientes conjuntos son, (a) conexos, (b) compactos. 




r 


; 
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(i) La región plana, abierta e infinita, en for¬ 
ma de cuna; comprendida entre dos rectas que se 
cortan, y que se muestra en la figura 6-20. (ü) El 
conjunto de los puntos x u X 2 ,x s de E z tales que 
x i ¥■ 0. (iii) El toro sólido. 

(i) Dos puntos cualesquiera de la cuna se pueden unir 
por medio de un segmento de recta. Por tanto, el 
conjudto es arco-conexo y, en consecuencia, según el 
teorema 6.4, es conexo* La cuna no es cerrada y, por 
tanto, de acuerdo con el teorema 6,6, no es compacta* 



(ii) Este conjunto se compone de los dos semí-espacios, xy > 0 y x\ < 0, De por si estos son 
conjuntos no vacios, disjuntos y abiertos; por tanto, el conjunto formado por los dos es inco- 
nexo, El conjunto aludido no es cerrado y, en consecuencia, no es compacto. 


(iii) El toro sólido es arco-conexo y por ello es conexo. Es cerrado y acotado y, por tanto, compacto: 


6*10* Demostrar que el conjunto de puntos (x Í9 x 2 ) de E 2 que cumple la condición de que 

f sen 1/jci* para 0 < Xi ^ 1 
X 2 = < 

1 0, para x t = 0 

es conexo. 



Supongamos que este conjunto no es conexo, Entonces, existirán conjuntos abiertos Oi y 0 2 
que contienen a S y que tienen con S intersecciones no-vacías y disjuntas, Supongamos, ahora, que 
el orígen (0, 0) pertenece a S fl Oi, y que, por ejemplo, el punto ( b t sen 1 /6),^0 < B ^ I, pertenece 
a5n O 2 » como se muestra eri la figura 6-21. Puesto que Oi es abierto, existirá un S(ü, 0) que sea 
conexo en Oi* Pero, entonces un entorno dei origen contendría un punto (a, sen l/a) de S , en donde 
0 < a < Consideremos ahora el subconjunto S* de S , constituído por los puntos (*i, xg), siendo 
a < x\ ^ &, Evidentemente, será S* Ç Oi U 0%, pues S Ç Oj U Ü 2 . Además, será S* Pl Oi ^ & y 
S* H O 2 0 , porque (a, sen 1 /a) está en Oy y (b , sen 1 fb) está en O 2 - Por último, S* fl Oy y 
S*r 0 2 serán disjuntos porque S H Oy y S R O 2 son disjuntos, Así, pues, S* será inconexo* Pero, 
esto constituye una contradicción, pues S* es arco-conexo por intermédio de la curva, continua = 
sen l/x\, 0 < a ^ x\ ^ b, y, en consecuencia, es conexo, Dè modo que S es conexo. Observemos 
que S no es arco-conexo, como se demostrará en el problema 6-20* 

6*11, Demostrar directamente, partiendo de la definición y sin utilizar el teorema 6*6, que 
un disco abierto de E % no es compacto* 

1 

Deseamos construir un recubrimiento abierto dei conjunto dado S que no contenga un subre- 
cubrimiento finito. Supongamos que el disco dado tiene radio igual ary consideremos Ia família 
infinita de discos abiertos concêntricos {Q n } de rádios r — 1 /n t n = 2, 3, *. . Es evidente que {O n } 
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cubre a S ; en efecto, S — U O n . Pero, la uirión de?cualquier subconjunto finito de los 0„ tenáii un 
radio máximo r - 1/N, menor que r y, por tanto, no cubrirá totalmente a S. 

6.12. Demostrar que la clausura S de un conjunto conexo S es armava 

Sugongamos que S no es conexa; en esê caso, existirán conjuntos abiertos Oj y 0 2 que **?ntfn - 
drían a S y tendrfan con ella intersecciones no-vacías y disjuntas. Sea, ahora, P un punto de S n Oi. 
Ahora, Dien. es posible que P pertenezca o que no pertenezca a S. Si lo segundo, Pserá un punto 
de acumulacidn de S, y, en este caso -como 0 L es abierto- existirá un S{P) en Oi que contem » 
un punto P* de S. El mistno razonamiento nos proporcionaria un punto Q* de S en S D Q*. Pero 
esto implicaria que el propio S no fuera conexo, pues es evidente que Oi y 0% contendrian a 8, por 
ser S un subconjunto de S. Además, S n Oi * 0 y S n O, * 0 , porque P* es de S n Ój y 
Q* es de S n 0 2 . Por último, S n 0\ y S n Oa son disjuntos^ puesto que § n Oi y S f| Ofc lo sen. 

Pero, ello es imposible, porque S es conexo. En consecuencia, S es conexa, que era lo que se u. 
demostrar* 

6.13* Demostrar el teorema 6.5, a saber: Un domínio (coqjunto abierto y conexo) es arco- 
conexo* 

Supongamos que D es un domínio no 
arco-conexo, y que P$ y Q 0 son dos puntos 
de D que no pueden unirge. Convengamos 
que A designa el conjunto de los puntos de 
D que se pueden unir con P 0 y que B desig¬ 
na el conjunto de puntos de D que no se 
pueden unir con Es evidente que A y B 
forman una partición de D; es decir, D = 

A U B, A f) 5 — 0 , A ^ 0 , B ^ 0 . Si 
se pudiera demostrar que tanto A como B 
son abiertos, ello implicaria que D no fuera 
conexo, lo cual es contradictorio. Para de¬ 
mostrar que A es abierto, supongamos que 
P* es uu punto arbitrário de A y que S(P*) 
es un entorno de P* contenido en ZJ, como 
se muestra en la figura 6 - 22 . Un entorno tal, 
existe, pues D es abierto. Pero, como se ve 
en la figura, todo punto P de S(P*J se puede 
unir con P* mediante un segmento de recta. 

En consecuencia, todo punto de 5{P*) se 
puede unir ,con P®, pues F* puede unirse con 
P 0 - De esta suerte, S(P *) está contenido en 
A. Y, por tanto, A es abierto* 

Análogamente, supongamos que Q* es¬ 
tá en B y S{Q*) en B. Como quiera que todo 
punto Q de S(Q*) se puede unir con el Q* r 
entonces los puntos de S(Q*) no pueden 
unirse con P 0l porque de Io contrario Q* 
podría unirse con P 0 . Así, pues, B es tam- 
bíán abierto, que era lo que se queria probar* 

6.14* Demostrar que los intervalos son los únicos conjuntos conexos de J5 1 * 

^ Es inmediatamente cierto que los intervalos son arco-conexos y, en consecuencia, son conexos. 
Reciproc amente, supongamos que S sea un conjunto conexo de EU Supongamos que S es acotado 
supenormente y que b es el superior de S* Supongamos, además, que S es acotado inferiormente y 
que a es el inferior de S. Queremos demostrar que cualquier c tal que a <c <b r pertenecerá a S 
Si no consideremos los conjuntos abiertos O t - {x \ * < c) y O, = {* | * > c}. Es un hecho quê 

f r Ui r ° 2 ' Además > s n 0\ 9 * 0 , pues de lo contrario c seria una cota superior de 5 menor aue 
6 , lo cual es imposible. Análogamente, S n Og * 0 - Por último, O t nSy0 2 nS son disjuntos, 
pues Ü! y O s lo son. Pero, eUo es imposible, pues S es conexo. De esta suerte, todo c tal que a <c <b 
pertenece a S. Como quiera que ningún número mayor que ò pertenece a Sy ningún número menor 
que a pertenece a S, se colige que S es un intervalo finito. El caso en que S no sea acotado superior- 
mente o infenormente, se deja al lector como ejercicio. \ 



Fig. 6-22 












124 


TOPOLOGIA ELEMENTAL EN ESPACIOS EUCLIDIANOS 


[CAP. 6 


6.15. Demostrar que S es uh conjunto conexo de E 2 si y solo si S es un conjunto conexo 
cuando se le considera como conjunto de ún plano de E 3 . 

Supongamos que S es conexo en £2 pero que no lo es en £3; entonces, existiránen £3 conjuntos 
abiertos Oi y G 2 tales que S = 0\ U 0 2 , Qi Pl S ^ 0, O 2 D S ^ 0 1 (Oi Pi $) H (Os fi S) = 0* 
Supongamos, ahora, que A es la intersección de 0\ con el plano que contiene a S, y B la intersección 
de £>2 contai plano, Obsérvese que SQA\JB } Af\S^çí J B H S ^ 0, (A fi S) íl (5 H S) — 

Si se pudiera demostrar que A y B son conjuntos abiertos dei plano, tendríamos que S seria 
inconexo en £2, contra lo supuesto. Para demostrar que A es abierto, supongamos que P es un punto 
de A, Entonces, P será de Sea S*(P) un entorno de P dentro de 0* (considerado como de £3), 
Entonces, la intersección de S*(P) con el plano que contiene a A será un entorno S{P ) dentro de A. 
Así t pues, A será abierto en el plano. Análogamente, B será abierto; esto probaría que si S es conexo, 
considerado como un conjunto de £2, entonces lo será tambien cuando se le considere como un con¬ 
junto de £3. 

Recíprocamente, supongamos que S es conexo, mirado como conjunto de £3 y que es inco¬ 
nexo en el plano, Entonces, existirán- conjuntos abiertos A y B dei plano tales que S Ç A U B f 
S n A ?£ 0, S n B ^ 0 f y (SílA)n(SnB) - 0, Ahora, bien, como quiera que A es 
abierto en el plano, para cada P, perteneciente a A, existirá un S(P) dei plano que estará contenido 
en A, Sea fí*(P) el entorno de P, cuando se le considera como de E\ cuya intersección con el plano 

sea S(P), y sea Oi - U £*(P). Análogamente, para los puntos Q de B sea 0 2 - U S*(Q)> De 
P Q 

esto se colige que Oi y Q 2 son conjuntos abiertos de £3, tales que S Ç G* U 0 2 , Oi H S = A, 
A ^ 0, 0 2 n s = B, B já 0 , y (Oi n S) n (0 2 n S) - 0 . Pero, esto es imposible, porque S 
es conexo en £3, lo cual demuestra la proposición. 


APLICACIONE S CONTINUAS. HOMEOMORFISMOS 

6.16. Sea f una aplicación de un conjunto S de puntos de E en eí eje de x. Sí / es continua 
en el punto de S } y si /(P ü ) > 0, demostrar que existe un Ss(Po) tal que f{P) > 0 
si es P de n S* 

Sea e = £/(Poh como se muestra en la figura 6*23, Consideramos, además, el Se(/(Po))> cs 
decir, el intervalo £/(P 0 ) < x < | /(P 0 ). Obsérvese que if(Po) >0, Como / es continua en 
existe un S%(Pq) tal que/(P) está en S e (/(Fg)). Y, por tanto, /(P) > 0 para todo P de $3 (Pq), que 
era lo que se deseaba encontrar. 



Fig, 6-23 


6.17. Sea f una aplicación inyectiva continua de S (de E ) en F y sea P 0 un punto de acumu- 
lación de S . Demostrar que f(P 0 ) es un punto limite de la imagen f(S ). 

Supongamos que S(f(P^)) es un entorno arbitrário de /(Pg), como se aprecia en la figura 6-24. 
Puesto que / es continua en S, existe un S(Pq) tal que f[P) esté en S(/(Po)) 7 P en S(Pq) H S* Y 
como Po es un punto limite de S 7 existe un Q ^ Po én S y en S(Fg), En consecueneia, f(Q) está en 
StfíPo)). Además, f(Q) ^ /(Pg) porque / es inyectiva. Así, pues, a un S(/(Pg)) arbitrário le corres¬ 
ponde una f(Q) 7 * /(Po) tal que f(Q) pertenece a S(/(Fg)), De esto se deduce que /(Po) es un punto 
de acumulacjón de /(S). 
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Fig, 6*24 


6.18. Demostrar que la aplicación dei plano uv en el plano xy f dada por las ecuaciones 

x = u + v t y = u - v 

es inyectiva y continua. 

Es evidente que Ia aplicación es inyectiva y sobreyectiva sobre el plano xy t y tiene la función 
inversa u = ^ (x + y), v — \ (x — y) t que se obtiene resolviendo las ecuaciones para u y v en fun¬ 
ción de x y y. Observemos ahora en la figura 6-25 que la aplicación lleva las rectas coordenadas 
u = c = constante sobre la familia de rectas paralelas x + y = 2c y la familia v = k — constante 
sobre la familia ortogonal x — y = 2k< De esta suerte, dado un entorno S É (xo,yo) de (xq, yo) ^ 
plano xy, escojamos Au y &v suficientemente pequenos como para que el rectángulo de lados 
x + y — 2(uo + x + y = 2(«o ~ x — y = 2(^o + iu). x — y — 2(^o — Au) esté conte- 

nídoen S ç (xQyo)* Escojamos, ahora, un £ tal que Sb(Uoj ü o) contenido en el rectángulo uq — 

Au < u < uq -1- A u t u 0 — Au < v < Vo + Au. Pero, entonces, por cada (u t v) de Sb(uq, uo) tene* 
mos un (x, y) de Sí(x OT yo) + Y, puesto que Oo, ug) es arbitrário, se colige que la aplicación es con¬ 
tinua en el plano uv . 
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Fig. 6-25 

6.19. Sea /una aplicación de un conjuntoS (dei 1 ) enF, Demostrar que f es continua en 
un punto Po de S si y sólo si por cada conjunto abierto O* de F que contenga a f(P o), 
existe un conjunto abierto O de £ que contenga a P 0 en forma que f(P) sea de CP 
para todo P de O n S, 

Supongamos que / es continua en Pg y que O* sea uii conjunto abierto que contiene a /(Po)- 
Como quiera que O* es abierto, existirá un S(/(Pq)) que esté contenido en O*, Y como/ es continua, 
existirá un S(P 0 ) tal que f(P) esté en S(/(P 0 )) y, por tanto, en O* para P en S(Pq) H S. Pero, 
S(Pg) de por sí es un conjunto abierto que contiene a Pg, con lo cual queda completa Ia demostra- 
ción. Para demostrar el recíproco, supongamos que S(/(Po)) es un entorno arbitrário de/(Po)* Puesto 
que S(/(Po)) es un conjunto abierto, por hipótesis existe un conjunto abierto 0 de £ que contiene 
a Po y tal que f(P) es de S(/(Pg)) para P en O f| S, Y como O es abierto y contiene a Pg, existe un 
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8 (F 0 ) que está contenido en O .' De esto se deduce que f(P) es de 8 (/(P 0 )) para P en S(P Q ) f) S. 
Así, pues, / es continua en Pq, que era lo que se queria demostrar. 


6,20, Demostrar que eí conjunto de los puntos ( X \, x 2 ) de E 2 tales que 


x 2 


sen 1/xu para 0 < ^ 1 

0, para Xi = 0 


no es arco-conexo. (Véase el problema 6.100 

Supongamos que este conjunto 8 fuera arco-conexo y que x - x(í), 0 <£ ^ 1 , fuera una 
funciòn continua que une, mediante un arco suyo, los puntos (0, 0 ) y ( 1 , sen 1 ), Deseamos demos¬ 
trar, en primer lugar, que x(í) pasa por cada uno de los puntos de S, o , lo que ee igual, que si R de¬ 
signa la imagen de la aplicación x = x(£) en 8 , entonces R = S. Porque si no, existiría un punto 
(, b t sen 1 fb) de S (siendo 0 < b < 1), que no estaria contenido en R. De esto se desprendería, —como 
se puede apreciar en la figura 6-26 — que los conjuntos abiertos < ò y > & dei plano xi *2 cu- 
bren a/íy tienen con el íntersecciones no-vacías y disjuntas; y esto implicaria que R fuera inconexo, 
con lo cual se contradiría el teorema 6.7, pues el [0, 1 ] es conexo. De esta suerte, R — S. Empero, 
ahora se deduciría que S es compacto, porque es la imagen continua de un conjunto compacto 
0 ^ t < 1 (teorema 6 . 8 ). Mas, entonces S debería ser cerrado, lo cual no ocurre, pues no contiene 
todos sus puntos de acumulación. Por ejemplo, todo entorno reducido de (G,^) contiene un punto 
de S. Por tanto, (0,^) es un punto limite de S. Pero, ( 0 , no pertenece a 8 . Así, pues, S no seria 
arco-conexo, contra lo supuesto, y la proposición queda demostrada. 



6 , 21 , Sea f una aplicación continua de un conjunto abierto O (de E) en Sea, además, O* 
cualquier otro conjunto abierto de F. Demostrar que el conjunto de los puntos P de 
O tales que f(P) es de G* es un conjunto abierto de E , 

Supongamos que S es el conjunto de los puntos P de O tales que /(P) es de O*. Supongamos, 
además, que Po pertenece a S. Puesto que O* es abierto, existe un S(/(Pq)) que está contenido en 
O*. Y como / es continua en O, existe un Sj(Fo) tal que a todo P de S$(Pq) n O t le corresponda una 
/(P) de 8 (/(Po)) y, por tanto, de O*. Ahora, bien, si 85 (Pq) está contenido en O, entonces, a todo 
P de S S (P 0 ) le corresponderá una/(P) de O*, de tal modo que Sb(Po) sea de S. Sin embargo, si 
Ss(Po) no está contenido en O, por ser áste abierto , existirá algún S?(Pq) de O, más pequeno, que 
este contenido en S^Pq), como se muestra en la figura 6-27. Pero, entonces, para todo P de S y (Po), 
tendremos una /(P) en O* y por tanto, S v (Po) es de 8 . En cualquier caso, para un P^ de S, arbi¬ 
trário, existe un 8 (Po) de 8 . Por tanto, S es abierto, que era lo que se queria demostrar. 
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6 . 22 , Sea / una aplicación de un conjunto S (de E) en F, tal que, si C es cualquier conjunto 
cerrado de F, el conjunto de los puntos P de S para los cuales f(P) pertenece a C, 
es un conjunto cerrado de E. Demostrar que entonces, / es continua en S. 

Obsérvese que el propio 8 debe ser cerrado, pues f(S) pertenece al conjunto cerrado F. Supon¬ 
gamos, ahora, que Po está en S y que f no es continua en Pq. Entonces, existiría un S{/(P Ü )) tal 
que todo S{P$) conlenga un punto P tal que/(P) no este en S{/(Po)); o, como /(Po) pertenecería a 
8(/(F 0 )L todo entorno reducido S 7 {Fo) contendría un punto P tal que /(P) sea de [8(/(Po))] c . Aho¬ 
ra, bien, supongamos que S + sea el conjunto de los puntos P de 8 tales que f(P) este en |8(/(Po))] c * 
Se observa que [S(/(P 0 ))] C es cerrado. Así, pues, por hipótesis S* es cerrado. Pero, hemos demostrado 
que Pq es un punto de acumulación de 8*. Por tanto, Po está en S*. Pero, esto es imposible, porque 
/(Po) es de 8(/(Po)L con lo cual se completa la demostracióm 

6.23, Demostrar el teorema 6.9, a saber: Si / es una aplicación continua de un conjunto 
S (de E) en F y g es uíia aplicación continua de la imagen f(S) (de F) en G } demos¬ 
trar que la aplicación iê°f)(P) = ê(f{P)) es una aplicación continua de S en G. 

Supongamos que sea S{igof)(P Q )} = S{g{f[Pv))) un entorno arbitrário de (go/)(Po). Como 
g es continua en/(S), existe un Sif[Po)) tal queg(Q) es de 8(g(/(Po))) si Q es de 8 (/(Pq)) pi /(8). 
Puesto que f es continua en S, existe un S(Pq) tal que/(P) es de S(f{P o)) si P es de S(Po) H S. 
En consecuencia, para P en S{P o) fl 8, tendremos f{P) en S{f{P ü )) O /(S) y> P or tanto, g{f{P)} en 
8(g(/(P 0 )))- Así, pues. g o / es contínua en Pa, que era lo que se queria demostrar. 

6.24, Demostrar el teorema 6.8, a saber: Sí / es una aplicación continua de un conjunto 
compacto S (de E) en F, entonces la imagen de / es compacta. 

Sea {O*} un recubrimiento abierto arbitrário de /(8). Y supongamos que para cada punto Q 
de S, Oq designa un conjunto abierto de la família -[O*} que contiene a f(Q). Por ser / contínua enS, 
y de acuerdo con el problema 6.19, se infiere que existirá en E, un conjunto abierto Oq que contenga 
a Q t tal que para un P de Oq fl 8, tengamos una f{P) de Oq, o, Io que es ígual, que /(G<?) este con- 
tenida en Oq. La familía {Oq}, es un recubrimiento abierto de 8, pues contiene cualquier Q de 8. 
Puesto que S es compacto, existe un recubrimiento finito |Opi, 0^2, ■> Oo fí ). Y como f(ÜQi) está 

contenida en Oq. para Í = 1 ,..., n t y [0^ E ) es un recubrimiento de S, se colige que { Oq ^ O^, , . ,, Oq^} 
es un recubrimiento finito de f{S). De esta suerte, fíS) es compacta. 

6.25, Sif es una aplicación Inyectiva y continua de uru conjunto compacto S (de E) en F, 
demostrar que { es un homeomorfismo de S sobre su imagen. 

Basta demostrar que /“I es una aplicación continua de la imagen de / (de F) sobre E, Para ello, 
supongamos que C es cualquier conjunto cerrado de E y que S* es el conjunto de los puntos /(P) 
de /(S) tales que /"'i (/(P)) - P esté en C. Tal como se ve en la figura 6-28, de esto se deduce que 
/ _ i(8*) = C n 8. Ahora bien, puesto que el conjunto compacto S es cerrado y C es cerrado, enton¬ 
ces f~~ l ( [S*) también es cerrado. Como quiera que un subconjunto cerrado de un conjunto compacto 
es compacto (problema 6.39), entonces es compacto. Como la imagen de un compacto por 

medio de una aplicación continua es compacta, se colige que /í/ _ i (S^)) — 8* es compacta. Y como 
un conjunto compacto es cerrado, entonces S* es cerrado. De esta suerte, dado un conjunto cerrado, 
arbitrário, C de E t el conjunto S* de los puntos P de F tales que / -1 (P) sea de C, es cerrado. De ello 
se infiere que, de acuerdo con el problema 6.20, / _ i es continua en Ia imagen /(S) 




Fig. 6-28 
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Problemas propuestos 


6,26* Determinar cuáles de los siguientes conjuntos son, 
conexos, (v) compactos. . 


(i) abiertos, (ii) cerrados, (iii) aeotados, (iv) 


(a) Dos intervalos finitos, cerrados y disjuntos de El. 

(b) Dos discos abiertos y disjuntos de E%, 

(c) El complemento de dos discos de J ?2 abiertos y disjuntos. 

(d) Dos esferas de £3 cerradas y disjuntas. 

(e) EI complemento de dos esferas de P3 cerradas y disjuntas. 
(/) Un toro de 2?3. 

(g) El complemento de un toro de E$, 

Resp, (a) Cerrado, acotado, inconexo, compacto. 

(ò) Abierto, acotado, inconexo, no-compacto. 

(c) Cerrado, no-acotado, conexo, no*compacto* 

(d) Cerrado, acotado, inconexo, compacto* 

(e) Abierto, no-acotado, conexo, no-compacto. 

(/) Cerrado, acotado, conexo, compacto. 

(g) Abierto, no-acotado, inconexo, no-com pacto* 


6,27* Demostrar que la intersección de cualquier número de conjuntos cerrados de E es cerrada* 

6.28, Demostrar que P es un punto de acumulación de un conjunto S de E si y sólo si todo conjunto 

abierto que contenga a P contiene un punto de S diferente de F* 


6,29* Si P es un punto de acumulación de un conjunto S de E, demostrar que todo conjunto abierto que 
contenga a F, contiene infinitos puntos de S. 

6,30. Demostrar que un conjunto formado por un número finito de puntos de E es acotado* 

6.31* Demostrar que la unión de un número finito de entornoa esféricos de E es acotada* 

6*32. Demostrar que el conjunto de los puntos limites de un conjunto de E es un conjunto cerrado* 

6*33. Si T es un conjunto cerrado que contiene un conjunto S de E t demostrar que T contiene la clausura 
S de S. 


6*34* Se dice que un punto F es exterior a un conjunto S, ei P es un punto interior dei complemento de S. 
Véase el problema 6*8. Demostrar que el conjunto de los puntos exteriores de S, que ee denomina el 
exterior de S, es un conjunto abierto. 

6*35* Se dice que un punto P es un punto frontera de S si P no es ni interior ni exterior al conjunto S* 
Demostrar que el conjunto de los puntos fronteras de S, llamado la frontera de S, es cerrado* 

6*36* Demostrar que E es conexo. 

6.37, Demostrar que S es un conjunto compacto de £J 2 gj y sdlo si S es un conjunto compacto cuando se 
3e mira como subconjunto de un plano de Pa. 

6.38. Demostrar directamente, a partir de la definición (es decir, sin utilizar el teorema 6.6), que E no 
es compacto* 

6.39* Demostrar directamente (o sea, sin utilizar el teorema 6*6), que un subconjunto cerrado de un con¬ 
junto compacto de E es compacto* 

6,40* Demostrar que todo subconjunto infinito $* de un conjunto compacto S de E t tiene un punto de 
acumulación perteneciente a S. 

6*41* Demostrar que x = u > y = v, z — f(u , v) define una aplicación inyectiva bicontinua de un conjun¬ 
to S (de P 2 ) en si f(u, u) es continua en S. 
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6*42. Demostrar que x = au + bv c, y = du + ev + f, ae - bd 0, define una aplicación inyectiva 
bicontinua dei plano uv sobre el plano xy. 

6.43* Sea /una aplicación de un conjunto S (de E) en F, Definir: f es díscontinua en el punto Po de S. 

Resp. Sé dice que f es díscontinua en Pq si existe un entorno S(/(Po)) tal que, por cada #S(Po) exista 
un punto P de S(Po) para el cual sé cumpla que f(P) sea de [S(/(Po))] c * 

6*44, Demostrar que la aplicación definida por 

f u2 + v2, si U > 0 
x = u t y = v, z = < 

L 1 , ei ü < 0 

es, (a) contínua en (— 1 , -i), (ò) continua en ( 1 , 1 ), (c) continua en ( 1 , 0 ), (d) díscontinua en 

( 2 , 0 )* 

6.45. Demostrar que el perímetro de un cuadrado es topológicamente equivalente a una circunferência, 
mostrando para ello una aplicación inyectiva y bicontinua dei cuadrado sobre la circunferência, 

6*46* Sea f una aplicación de un conjunto S (de E) en F que conserve las distancias entre los puntos, es 

decir, que para cualesquiera P y Q de S se cumpla que d(P t Q) = d(f(P) r f(Q))* Demostrar que f 

es un homeomorfismo de S sobre su imagen. 

6,47* Sea f una aplicación bicontinua de un conjunto conexo S (de E) en el eje de las x. Si f(P) — a y 

f(Q) = b, a < b, y c es cualquier número dei intervalo a < x < b y demostrar que existe un Po de 

S tal que /(Po) - C. 

6,48. Si f es una aplicación continua de un conjunto compacto S (de E) en F } demostrar directamente (es 
decir, sin utilizar los teoremas 6*6 y 6 * 8 ) que la imagen f(S) es un conjunto acotado de P* 

6*49* Sea / una aplicación continua de un conjunto cerrado C (de E) en F. Sea, además, C* cualquier 
conjunto cerrado de P. Demostrar que el conjunto de puntos P de E para los cuales/(P) está en 
C*, es un conjunto cerrado de E: 

6.50, Sea / una aplicación de un conjunto S (de E) en P, tal que si O es cualquier conjunto abierto de P, 
el conjunto de los puntos P de S para los cuales/(P) pertenece a O es abierto* Demostrar que / es 
continua en S. 

6.51. Demostrar que la propiedad de ser topo lógicamente equivalente, es una relación de equivalência 
entre conjuntos de espacios euclídeos. 















Capítulo 7 



Funciones vectoriales 
de variable vectorial 


FUNCIONES VECTORIALES 

Sea f una aplicacidn de un conjunto de vectores V (de E) en F. A f se le da el nomore 
de función numérica vectorial de variable vectorial , pues a cada vector x de V le hace corres¬ 
ponder un vector f(x) de F * 

Supongamos, ahora, que la dimensíón de E es n y que la de F es m. En nuestro caso, 
m y n son cualesquiera de los números 1 ? 2 ó 3. Si se fija una base (e l7 * * ,, e fi ) de E y, además 
x ™ x&i + ' * * 4 x n e m designaremos por , x n ) al vector que se le asigne a x* La 

aplicacidn f hace corresponder un vector a un conjunto de números reales y, como tal ? se 
denomina funciún numérica vectorial de x l7 . . . } x n . Si en F se escoge una base {gi f . , ,, g m ) 
entonces, para cada x, f viene a ser una combinadón lineal dei tipo de 

f(x) = A(x)gi + *-■ + / m (x)g m 

En este caso, f se asocia a ias m funciones numéricas reales, . ., f m (x) de x, que son 

las componentes de f respecto de (gi,. . ., g m ). La aplicacidn f se representa, respecto de am¬ 
bas bases, por medio de m funciones numéricas reales, ? f m (x u . . ., x n ) de 

x i> ^, Xn, que son las componentes de .x R ). 


Ejemplo 7.1, 


(ff) Sea n(x) la normal unitaria, dirigida hacia afuera, en un punto x de la superíicie de una esfera S de £3, 
que tiene centro en el origen y radio igual a r, tal como se ve en Ia figura 7-1* Entonces, n - x/r es 
una función vectorial de x que aplica el conjunto de los |x : = r (de E3) en E 3* Si e 2 ,e 3 ) es una base 
de £3 y x = *iei + x 2 e 2 4 *3 e 3> entonces n viene dada por la expresión 


n 


x 

r 


^1 %2 
-e : + — e 2 d 
r 1 r * 



|x| = r 


Las componentes de n son las síguientes funciones numéricas reales de (x\ } x 2 , # 3 ) 

ttj = ir, n 2 — asg/r, % = x % /r 




ib) Sean x - xiei + x 2 e 2 y y = yigi + y 2 g 2 + La ecuación 

y = (s»j 4- x 2 )gj + (xj - x ± )g 2 4- (x\ 4- £§)g a 

determina una aplicación de E 2 en E$ t como se puede ver en la figura 7-2 t Las componentes de y son 
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V\ = *1 S " x 2’ Vi ~ *1 * 2 > Vs “ *1 + *2 

Eliminando a*i y * 2 , encontramos que el dominio de las ímágenes de la aplicacidn es el paraboloide 
elíptico dado por 

V& ^ 4 ^2^ 


FUNCIONES LINEALES 

Se dice que una función f de E en F es lineal f si, para cualesquiera a y b de E f se cumple que 

(i) f(a + b) = f(a) + f(b) 

(ii) f(£a) = ftf(a) k - escalar 

Si f es lineal y x = xiei + • • ■ + x n e n , entonces, aplicando el hecho anterior, se tiene, 
f(x) = f(*iei + ■■•+■ x n e n ) = fC*iCi) + • ■ * + f(* n e n ) = *ifí«i) + • ■ ■ + x n t(e n ) 

Si, por anadidura, (gi,.. ., g m ) es una base de F y los vectores f(e ; ) son 

f(ei) = Ctugl + & 2 lg 2 4 * 1 * 4 dmígm 

f(ea) = &l2gl &22g2 + * ' ’ Hh Ctm2gm 

= fTingl + G2ng2 4 1 ‘ + drnngm 

entonces, f (x) se puede expresar así 

f(x) = *i(ctngi + ■ • ■ + a m ig«) +. x 2 {ai 2 gi + * ■ • + a,;, 2 g«) + ■ 1 ■ + + • • • + a ffln g m ) 

= (Oiiari + • ■ • + ainXnJgl + {CtaiXi + ■ • * + a2 n a;7i)g2 + ■ ■ ■ + + ■ ■ ■ + OmnZn)g m 

De esta suerte, las componentes de una función lineal f(x) son las siguientes funciones numé¬ 
ricas en los reales, homogéneas y lineales de (*i,. . ., x n ) 

/l(x) = au&í + 4 * * 1 4 dlnXn 

/a(x) = & 21%1 + VL 22 X 2 4 1 * * + 


fm(x) — a^i^i 4 a m 2^2 4 ■ ■ ’ 4 a mn Xn 

Obsérvese que los coeficientes aij dependen de las bases de E y í\ 

La recíproca de lo anterior también es verdadera. En el problema 7.5 demostraremos que 
si las componentes de una función vectorial f son funciones homogéneas lineales de (x u . . x Tl ), 
entonces f es lineal. 


La matriz de los coeficientes 


/ un &i2 . . - \ 

d21 a%2 . * . Ít2n j 

1 . j 


se denomina representación matricial de f respecto de las bases (ei,. , e n ) y (gi,- • ^ Sm)* 
puede demostrar que el rango de la matriz, es decir, el orden dei menor, no-nulo, mas grande 
de la matriz, es índependiente de las bases y recibe el nombre de rango u orden de f. 


Obsérvese que, si f es lineal, entonces 

f(0) = f(0 - 0) = f(0) - f(0) = 0 

De esta suerte, si f es una aplicación lineal de E en F, el origen correspondiente a E siempre 
se aplica en el origen correspondiente a F. 






























132 


FUNCIONES VECTGRIÀLES DE VARIABLE VECTÜRIAL 


[CAP, 7 


Supongamos ahora que f sea una aplicación lineal de E 3 en E 3 . En el problema 7.3 
demostraremos que la aplicación es inyectiva y sobreyectiva si y solo si las imágenes de 
los vectores de la base, a saber 

f(ei) = Ctnei + ílaiea + ttaiea 

í(e 2 ) = + {13203 

f(ea) = ükaCi 4- fflzaea + Esses 

son independientes. Pero, según el teorema 1.5 los anteriores vectores son independientes si 
y sólo si el 


fan 

ai2 

&1Z \ 


det j ozi 

Ü22 


¥> 0 

\az i 

&Z2 




es decir, si y sólo si el rango de la representación matricial de f es 3* Así, pues, una aplicación 
lineal f de E 3 en E 3 es biyectiva si y solo si el rango de f es igual a 3. 

Si f(ei), f(e 2 ), f(e 3 ) son dependientes pero, por ejemplo, f(ei) y f(e 2 ) son independientes, 
entonces todas las combinaciones lineales de f(ei), f(e 2 ), f(e 3 ) están en el plano que pasa por 
el origen y que contiene a f(e L ) y f(e 2 ). Dejamos como ejercicio al lector la demostración de 
que esto ocurre si y sólo si el rango de f es igual a 2. 

Por último, si dos de los vectores f(eO, f(e 2 )> f(e 3 ) no son independientes, pero, por 
ejemplo f(eO ^ 0, entonces f aplica a E 3 sobre la recta que pasa por el origen y que contiene 
a f(ei). Esto ocurre si y solamente si el rango de la f es igual a 1. 

En esta forma tenemos el 

Teorema 7*1* Sea f una aplicación lineal de E 3 en £ 3 . Entonces 

(i) f es inyectiva y sobreyectiva si y sólo si el rango de f es igual a 3. 

(ii) f aplica a £ 3 sobre un plano de £ 3 si y sólo si el rango de f es igual a 2. 

(iii) f aplica a E 3 sobre una recta de £ 3 si y sólo si el rango de f es igual a 1. 

Demostraremos, además, el 

Teorema 7.2. Sea f una aplicación lineal de E 2 en E 3 . Entonces 

(i) f aplica a E 2 biyectivamente sobre un plano de E 3 si y sólo si el rango 
de f es igual a 2. 

(ii) f aplica a E 2 sobre una recta de £ 3 si y sólo si el rango de f es igual a 1, 

Ejemplo 7.2. 

(a) Las ecuaciones aq = 2 u — v 

%2 — W 4 v 
= —u 4 v 

definen una aplicación lineal de E 2 en Es. La representación matricial ea 

2 -1 

1 1 
-1 ! 


Puesto que el 


det 


C D ■ 


3^0 


la aplicación es de rango 2. Si se eliminan u y v se puede verificar fácilmente que la aplicación lleva a 
E2 sobre el plano 2xi — x* 4 = 0. 


(6) Las ecuaciones 


V\ - 2#! + x 2 - 2x% 
y z = 4 x 2 - £3 
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Vz - “3i 4 

definen una aplicación lineal de #3 en £3. Puesto que el 


det 




0 


pero, el 



1 


0 


entonces, el rango de la aplicación es 2. En este caso, la aplicación lleva a Es sobre el plano y\ y 2 4 
^ 0 . 


CONTINUIDAD Y LIMITES 

Recordemos que un entorno esférico de amplitud t 
de un vector Xo de E, que designamos porSí(x 0 ), se 
compone de todos los vectores que cumplen la condi- 
ción de que x - x 0 ! < <■ La figura 7-3 permite ver 
que S £ (x 0 ) consta de todos los vectores cuya distancia 
a Xy es menor que c. Recordemos, por otra parte, que 
una función f que aplica el conjunto V (de E) en E, es 
continua en el punto x 0 de V t si para cada entorno es¬ 
férico S(f(x 0 )) de f(x 0 ), existe un S(x 0 ) tal que f(x) per- 
tenezca a S(f(x 0 )) si x es de S(xo) n V. De esta suerte, 
f es continua en x 0 sii a cada c > 0 le corresponde un 
! > Ü tal que ;f(x) - f(x 0 )i < * para x en V y 
■x — x 0 ! < S. 



Fig. 7-3 


Ejemplo 7,3. 

Consideremos la función f(x) 


"x/|x|, si 

0, si x = 0 ' 


Si Jíç^í) y X ^ 0, entonces 


|f(x)-f(x 0 )| 


=■ 

|x_ __ 

- j* _*- 

. X *0 

T ii r„ I 


! 1*1 ! x oi 1 

!H . i x ol 

l x ol ; x ol 




1*1 l x ol 




2 |x - 


en donde hemos utilizado la desigualdad triangular | |a| - ]b| í - |a-b| - |a| + [b|. De esta suerte, para 
; x __ Xo | < l e !x 0 i, fixo) - f(x)j < e y, en esta forma, f es continua para todo x 0 ^ 0. Pero, en x 0 - 0, f(x) 
no es continua,' pues 'f(x) - f (0)! = x| /|x| = 1, que no puede ser menor que « si * < 1. 


Al igual que en el caso de las funciones vectoriales de una sola variable, tenemos los 
siguientes teoremas 

Teorema 7.3. La función f = Ag, + ■'••+ f m g m es continua en x si y sólo si lo es cada 
una de sus componentes i = 1,. . ., m en x. 

Teorema 7.4. Si f, g y h son continuas en x, entonces, |f|, f + g, hf, f ■ g y f X g son 
continuas en x. 

Una función f que trasforma el conjunto V (de E) en F, tiene limite L en Xo, que se 
designa por lim f(x) = L, si para cada S(L) existe un entorno reducido S' (x 0 ) tal que f (x) 

sea de S(L) para°x en S' (x 0 ) n V. Así, pues, f tiene limite L en x„ sii a cada * > 0 se le puede 
hacer corresponder un S > 0 tal que ,f(x) ~ L| < e para x en V y 0 < ,x — Xoi < S. o 
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es necesario que x 0 pertenezca a V; sin embargo, se supone que x 0 es un vector limite de V, 
es decir, que cada S(x 0 ) contiene un vector de V diferente de x 0 . En el problema 7.10 demos¬ 
traremos que si Xo es un vector limite de V y f es continua en Xo, entonces lim f(x) = f(x 0 ). 
Por otra parte, si lim f(x) = L y f(x 0 ) = L, entonces f es continua en x 0 . 

Por ultimo, aí igual que en el estúdio de los vectores de una sola variable, introducimos 
la notación o y O de Landau, a saber: Sea una función escalar supuesta diferente de 
cero en algün entorno reducido de Xq. Se d ice que una funcidn f(x) es minúscula” de g(x) 
Xo, y se escribe f(x) — o(g(x)), si f(x)g/(x) —> 0 cuando x xq. Y se dice que la función 
f(x) es “o mayúscula” de g(x) én x 0 , y se escribe f(x) - 0(g(x)) t si f(x)/g(x) es acotada en 
x 0 ; es decir, si existe un escalar M > 0 tal que |f(x) fg(x) | ^ M en algún entorno de Xq. 

Ejemplo 7,4, 

Sea f(x) = 4 ^i(^i 4 x \) e 2 - Entonces, f(x) = o(]x| 2 ). En efecto, introduciendo coordenadas 

polares, Xj - jx| cose, x 2 - |x[ sen 0, tenemos 

\f(x)/\x\2\ » |jxl(cos2 6sen6)e 1 -h fr|(cos0)e 3 | = |x|]{co*2 G sen e)e 2 + (cos 0)e 2 | < |x|2 < e 
para \x\ < í/2, Así, f(x)/jx|*-»0 cuando x -> 0 y, por tanto, f(x) = o(|x[2). Además, f(x) = 0([xí3), pues 

|f(x)/|x|a| = |( C0S 2 8sen8)ei + (cose)e:>[ < 2. 

O sea, f(x)/|x[3 es acotada en x = 0, y, así, f(x) = 0(|x|3). 

De ordinário, definiremos nuestras funciones vectoriales en conjuntos abiertos. Recor¬ 
demos que V es abierto si cada xp dè V tiene un entorno S(xp) de vectores que también 
pertenecen a V. 


DERIVADAS DIRECCIONALES 

Sean f una funcidn definida en un conjunto abierto V (de E), xp perteneciente a V y up 
un vector no nulo que pertenezca a E. Se da el nombre de derivada direccional defenx 0 yen 
la dirección de u 0 al vector 

C.,f(w) = lim t (* , + tu °>- f W 

ti^Q fl 


siempre que ese limite exista. Si consideramos a f como una función de h a todo lo largo de 
x = x 0 + Aup, es decir, si introducimos la función F (h) = f(x 0 + Au 0 ), entonces, 


D Uo f(xo) 


li m f (xp + feup) -f(xp) _ Iim F{A) - F(0) 

h-»o h h_,p h 


F'(0) 


O sea, D„ 0 f(xp) es la derivada de F(A) = f(x 0 + Au 0 ) en k = 0. 


Supongamos que, como se ve en Ia figura 7-4, f es una aplicación de E 2 en £ 3 . Obsérvese 
que x = Xo + ftup es una recta que pasa por xp y es paralela a Up y que la imagen de la 
recta, y = F (h) = f(x 0 + Aup), es una representación paramétrica de una curva sobre la 
superfície y = f(x). Por consiguiente, la derivada direccional D Uo f(x 0 ) = F'(0) es un vector 
tangente a Ia curva y = F(A) en el punto f(x 0 ). 


E 2 E 3 



Fig. 7-4 
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Ejemplo 7.5, 

(a) Consideremos la función. 

f(x) = + x 2 g 2 + (x\ 4 

Aqui, es F(A) - f(x 4- Au) — 4 Ata^gj + (x 2 4- hu 2 )g 2 4 [(*1 + + (^2 4 

F'{A) = tqg L 4 u 2 g 2 4 [2tt a taej4 ku{) 4 2u 2 (x 2 + 


y 


F'(Ü) = 4 u 2 g 2 + (2^! ■+■ 2u 2 x 2 )g 3 


De este modo, existe la derivada de f en todo x - x\e\ + x 2 e 2 y en cualquier dirección u = w l e ] + u 2 ez 
y viene dada por 

D u f(x) - w 1 g 1 -f U 2 g 2 + 2(u l x l + u 2 x 2 )g 2 


{b) 


Es posible que una función tenga derivada en una dirección, pero no en otra* En efecto, consideremos 
la función numérica real de E2 t 


/(x) - /(*!,*£) 


f *i 4- * 2 , si xi .= 0, o, x 2 = 0 
\ 1, en cualquier otro caso 


En x — 0 y en la dirección u = e^ es 

F(h) = /(Au) - 0) = K y F'(k) - 1 

En esta forma, D 9í f{0) = F'(0) = 1. Además, en x = 0 y en la dirección u = e 2 , es 
F(h) = /(Au) - f(0 t h) - K y F'(h ]) = 1 

Y, en conaecuencia, D 02 f( 0) - 1* Sin embargo, en cualquier otra dirección, es decir, para 
u — ítiei 4- U 2 ©ií en donde ui ^ 0 y uj ^ 0, tendremos 


F(h) = /(Au) - f(hui t hu 2 ) 


0, si h = 0 

1, en cualquier otro caso 


x = 0 y 


que no tiene derivada en h = 0* Así, pues, / sólo tiene derivada en las dírecciones u = ei y u = e 2 
para x — 0- 


Supongamos, ahora, que en E se fija una base (ei,. , ,, e„)* A la derivada en x y en la 
dirección de un vector e* de la base, es decir, a la D* k f(x), se le denomina la derivada parcial 
de f respecto de la k-êsima componente de x. Si escribimos 


entonces 

D, k f(x) 


f(x) = fi(Xu .... *«)gl + 

lim f(x + >*«»)-((») = lim 

h—o fl 


* ■ H" fm {&lt ■ * - 7 2ín)giíi 

í(3?lj * * ■ í + fl, * * , ) 

h 


fl[Xu * * 4 - k, * ..>Xn) - f(x u . _ 

lim - r - El 

h -»0 " 

, , 1 - fm(Xlr - * ■ t Xk 4 h, * , ,, Xn) fm{X\, * . * f Xm) 

4 *" - 4 lim ——-• -v -Sm 

h-4 0 


xr“gi 4 xrr g2 4 
dXk BXk 


I dfm 

+ dFJ n 


De esta^ suerte, Z) ejt f(x) es un vector cuyas componentes son las derivadas parciales ôfi/BXk 
en x de las componentes de f. La derivada se designa, además, por D*f o por OÍ/dXk * 


Ejemplo 7.6. 

Sea f(u t v ) = UÊ*gi 4- (u3 4- ^ 2 )ga 4 Entonces, 

£ = h (uev)t ' + è (a2+,,2) * 2 + 


= -^(ue v )gi + ■~(u 2 + v 2 )g i + ^ («v)gp 


-I- 2 ug 2 4- 


y 


H 

dv 


ue v g x 4 2 vg 2 4- ug 3 
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FUNCIONES DERIVABLES 

Si una funcidn de una sola variable tiene derivada en un punto, entonces es continua en 
él, Sin embargo, esto no ocurre en el caso de una funcidn de variable vectorial. Tal como se 
demostrará en el problema 7.14 de la página 150, es posible que f tenga derivada en cualquier 
direccidn en x 0 y que, en cambio, no sea continua eri x 0 . La razón de este hecho está en que la 
derivada direccional en un punto depende de la funcidn solamente a lo largo de una recta 
prdxiraa al punto, pero no de la totalidad de una vecindad dei mismo. 

Si una funcidn de una sola variable tiene derivada en un punto, es posible aproximaria 
linealmente enalgun entorno dei punto. Esta es lapropiedad que utilizamos para definir la 
derivabilidad de una funcidn de variable vectorial: 


Se dice que una. funcidn f, definida en un conjunto abierto V (de E) en F, es deri- 
vable en un x 0 de V, si existe una funcidn lineal L* 0 (v), que aplique un v de E en F, en 
forma que 

f(x 0 + v) = f(x 0 ) 4- L Iq (v) -j- R(x 0 , v) 
én donde (R(xo, v) /j v ) —» 0 cuando v 0. 

Supongamos, ahora, que f sea derivable en Xq, Entonces, para cualquier vector u, no 
nulo, y un escalar A suficientemente pequeno, se tendrá que 

f(x 0 + Au) - f(xo) = L„ 0 (Au) + R(x 0 ,Au) 

Puesto que L X() es lineal, será L Xj) (Au) = A L Xo (u). Dividiendo por A, tendremos 

f(xp + Au) - f(xp) _ T , , R(xo, Aú) 

A ~ 


En el problema 7.12 demostraremos que (R(xo, Au)/A) —> 0 cuando A 0. De esto se infiere 
que existe la derivada de f en x 0 en cualquier direccidn u. Tal derivada viene dada por la 
expresidn 


f(x 0 ) 


li m f(xo + Au) - f(xp) 

h-+ü h 


lim L* (u) + lim 


K(x 0 , Au) 

~ip- 


S(«) 


De esta suerte, tenemos el 


Teorema 7*5. Si f es derivable en x 0 , entonces f tiene en x 0 una derivada en cualquier 
direccidn* 

Además, en el problema 7.19 de la página 152, demostraremos el 
Teorema 7*6* Si f es derivable en Xq, entonces es continua en Xo- ^ 

Observacion . Del hecho de que D v f(xo) = L^v), se deduce que L io es único* En parti¬ 
cular, este limite está univocamente determinado por sus valores en una base, que son las 
derivadas parciales .L X{( (ei) = D,í{x 0 ) = |í-(x 0 ). 

ÕjCí 


La funcidn lineal L Xo recibe el nombre de diferencial de f en Xo y se representará por 
df(Xo). El valor de df(x 0 ) en v se representará por df(x 0 )(v) en vez de L x (v). Si f es deriva¬ 
ble en cada x de un conjunto abierto V, entonces recibirá el nombre de función derivable. La 
diferencial de una funcidn derivable f es la funcidn cuyo valor para cada x es df (x). 

Supongamos, ahora, que f es unâ funcidn derivable que aplica un conjunto V (de E ) en 
F. En cada x, df es lineal en v; así, pues, 

df(v) = dfiv&i + ■ • ■ 4 - v n e n ) = MfíeO + ■ • • + v n df (e M ) 

Sabemos que df(e;) = L(e,) = De,-f = dt/ôXi. De esta suerte, 
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d£(v) = *ã£7' + 


+ Vn 




dXn 


(7.2) 


. dfm . j 

+ 3 = x - 




' t>i + 


. ,/m . \ 

+ TJ m ) 

U \ 
■^ Vn ) s ” 


Recordemos que si f = Agi + • ■ • + f„g n , entonces, 

it = Êíl., + 

dXj ôXj 81 

En esta forma, la ecuacidn (7.2) viene a ser 

áf(v) = "‘(te" + + li>) + •" + ''“(te* 1 + 

= (iíi,, + ... + |íi r , 

\õX! dx n /■ \5a?i 

Las componentes de df(v) son las siguientes diferenciales 

á/.(v) = $* + ■■■+$;* 

df " <r > = + "■ + 

y la representacidn matricial de df como funcidn lineal, es la matriz m por n siguiente 

,. 

dX n 


/a/i 

dfí 

õx l 

dX2 

[ dfm 

dfm 

\ dXi 

ÒX2 


ÔXn t 


(7.3) 


Esta matriz se denomina la matriz jacobiana def respecto de las bases (ei,e„) y 
(gi,..., g m ). Si es m = n, el determinante de la matriz jacobiana de f se llama sencillamente 

el jacobiana de f y se representa por , es decir, 


J(f) 


Hfu ■ ■ • , /« ) 


det 




Es fácil constatar que las funciones coordenadas Xi(x) = Xi,..x n (x) = x„ son funciones 
derivables que trasforman E en E l , y que sus diferenciales, dx ít ..., dx n , que son funciones 
lineales de E en E l , cumplen la condicidn de ser dx;(v) = v it i = 1,..., n, para cualquier 
vector v = + * ■ • + de E. Por tanto, de acuerdo con la ecuacidn (7.2), se tiene 

,,, . . 3f 3f ,..dt i j / \ 

áf(v ) = VÍ W, + + + ••• + 

lo cual permite plantear la fdrmula 

it . + ■ • : + §-Jx, (7.0 

En la práctica, interpretaremos la fdrmula (7.4) de modo ligeramente diferente: Consi¬ 
deraremos la dxi no como la diferencial de la funcidn coordenada Xi en E, sino como la i-ésima 
componente de un vector tipo, dx, perteneciente a E] y la df, como la imagen de dx, debida 
a la diferencial de f. Entonces (7.4) expresará la imagen df por medio de las componentes 
dxi dei vector genérico dx de E. 
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Ejemplo 7.7. 

Consideremos la función que aplica E3 en E$, dada por 

f{jc) = (2xi - * 2 )«i + *i*3®i + (*| “ *!)e 3 

La diferencial de f es 

dí = + + w 9 ** a 

= {2&Í 4 íu s e 2 ) d%t 4 (-ej 4 2x 2 e 3 ) dx 2 4 (x^ ~ 2x$e%) dx A 


La matriz jacobiana de f en x es 


y el jacobiano de f en x es 



£A 

d Jl 

dx i 

3*2 

8x a 



dh 


d*2 

dXí 

5/3 

dh 


,3*i 

8x 2 

a*s 


/ 


J(f)(x) — det 


(I) 



- -2{2x^x % 4s|) 


Recordemos que si f es una aplicación de E 2 en E* t entonces la derivada direccional 
J3jif(xo) = cíf(xo) es un vector tangente en y ü = f(x 0 ) a una curva de la superfície y — f(x). 
En particular, si el orden de dí como función lineal de áx en x 0 es 2, es decir, si el rango de 
la matriz jacobiana {dfi/dXj) en x 0 es 2, se coneluye, según el teorema 7.2 (i) r que df(x 0 ) es 
una aplicación biyectiva de los vectores dx pertenecientes a E 2 sobre un plano, como puede 
verse en la figura 7-5. El plano que pasa por y &J paralelo a los vectores df(xo), se denomina 
el plano tangente a y = f(x) en y 0 , La ecuación dei plano tangente es y = y 0 + df(xo). 


E * 


f 


E 3 


x t> 


dx 


x n 4 dx 



Fig. 7 "5 


Ejemplo 7.8. 

Consideremos la aplicación de E% en £3 dada por 

y = (u - v)g x 4 {u 4 v)g 2 4 (u 2 + v 2 )g 3 

La diferencial 

dy = f^ííw + “du = {gi + g 2 + 2ug a ) du + {-g t + g 2 + 2vg s ) dv 

— (du — dv)g í 4 {du 4 dv)g 2 4 (2 u du 4 2v ffr)g 3 


En u = 1, v = —1, tenemos yo = 2gj 4 2g 3 , y 

dyo = (du - dv)gi 4 (du 4 dv)g 2 4 (2 du - 2 dv)g$ 

Por tanto, la ecuación dei plano tangente en yo es 

y « yo 4 dy 0 = (2 4 du - âv)gt 4 í du + do) g 2 4 (2 4 2du - 2dy)g 3 
o sea, y\ =24 du — dv t y 2 - du 4 dv, yj - 2 4 2du - 2dv 

o, eliminando a du y dv, 2 y\ — y 3 =2. 
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Al igual que en el caso de las derivadas de funciones de una sola variable, se tiene el 

Teo rema 7.7. Sean f y g dos funciones vectoriales de un conjunto abierto V (de E) en F, 

y h una función escalar en V. Si f, g y h son derivables en x, entonces 
f + g, Af, f - g y f X g son derivables en x y, además, 

(i) d(f + g) = df + dg 
(íi) dki = hdi + (dA)f 

(iii) d(f*g) = f*dg + (df)-g 

(iv) d(f x g) = f x dg + (df) x g 

Por último, si f es derivable en cada x perteneciente a V, entonces df es una función de 
dos variables vectoriales, x y dx. Si df es continua en x y dx, entonces se dice que f es conti¬ 
nuamente derivable en V. 

Si f es continuamente derivable en V, entonces las ôi/óx, son continuas en V y, en 
consecuencia, todas Ias derivadas parciales ôfi/dXj son continuas en V. La recíproca también 
es verdadera. Es decir, 

Teorema 7.8. Una función vectorial f, que trasforma un conjunto abierto V (de E) en F, 
es continuamente derivable en V si y solo si todas las derivadas parciales 
õfi/Bxj, i = 1,. . ., m; ; = 1,, . ,,n respecto de las bases de E y F son 
continuas en V. 


FUNCIONES COMPUESTAS. REGLA DE LA CADENA 

Consideremos los espacios euclídeos E, F y G. Y sean: f una función que trasforma un 
conjunto V (de E) en F, y g una función que aplica un conjunto U (de F) en G. Para todo 
x perteneciente a V y tal que f(x) sea de U, definimos la función compuesta gof de los x de 
E con rmágenes en G, mediante Ia expresión: (g°f)(x) = g(f(x)). 

Ejemplo 7.9., 

(o) f(x) = (*i-a2)Xi + (*í +*g)g 3 + (3:1*2)83 

lleva un x = a^ei 4 x 2 e 2 (de ££) a £3; y 

x(y) = (3/1 + vg + viiti + y\V2%2 + (y\ -^^)g 3 

lleva un y - V1S1 + Vtâz + y&z de E$ a £3, Si hacemos 

y = f(x) - (x l -x 2 )gi 4 (x\ 4 x\)z t 4 x x x 2 % ?t 
en forma que — x 2 , y 2 — x\ 4^^, y 3 - x t x 2 

veremos que la función compuesta g{f{x)), que lleva un x (de E%) a £3, es 

g(f(x)) = \(x 1 - x 2 ) 4 {x\ 4 x\) 4 4 {a:, - x 2 )(x\ 4 x\)g 2 4 [{x\ 4 x\) 2 - 

(6) Las ecuaciones siguientes 

x ~ f(t) — (í 2 4 l)e : 4 te 2T o %i — t 2 4 1, x 2 — t 
defínen una aplicación de £1 en £2 y representan una curva de £2. La ecuación 

y = g{x) = 3-jgj + *2X2 + +*l)g 

define una aplicación de £ 2 en £a y representan una superfície de £3. La aplicación compuesta 

V - g (fim - (í- 2 4 l)g t 4 tg 2 4 [(f 2 4 1 ) £ 4 t z ]g^ = (t 2 4 l)g L 4 tg 2 4 (t 4 4 3t 2 4 l)g 3 

es una aplicación de £ 1 en £3 y representa una curva que está en la superfície y = g(x) de £3, como 
se ve en la figura 7-6. 
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Fig. 7-6 

Si f es ima función lineal que lleva E a F y g es una función lineal que trasforma F en 

G, entonces la función compuesta h = g a f es una función lineal que aplica E en G. En 

efecto, sean ayb dos vectores de E; entonces, 

h(a + b) = g(f(a + b)) = g[f(a) + f(b)] = g(f(a)) + g(f(b)) = h(a) + h(b) 

Además, h(fca) = f(g(A:a}) = £(**(a» = fcf(g(a)) = fch(a) 

De . modo que h es lineal en E. Supongamos, además, que en E, F y G se escojan las bases 
respectivas y que las componentes de y = f(x) y z = g(y) se expresen por medio de las 
siguientes ecuaciones lineales 

Vi = d 11*1 + 012*2 + • ■ ‘ + dlitXn 

yt = 021*1 + 022*2 + * • • + 02 fl*n 


Vm — dmlXl "H Ofli2*2 + * ' ‘ + ttmn*n 

y Zi = buyi + &12J/2 + ■ • • + bi m y m 

Zí — &21Í/1 + f> 22 y 2 + ■ * ■ + btmy m 

Zr = brlVl + b r2 y 2 + • ■ • + brmym 

n 

0, dicho más brevemente, y k = 2 a *i x i> k = 1,.. .,m 

j=i 

m 

Zi = X b *V*> i = 1 , ...,r 

k = 1 

Â1 hacer Ias sustitucíones convenientes, encontramos que las componentes de z — g(f(x)) 

n \ n / m \ 

í=l, -,r 

t=i i j=i\fc=i / 

Si (o;;) y (bij) son las representaciones matriciales de f y g, respectivamente, reconoceremos, 

sin más, que la representación matricial (c«) = ( óikOkj} de la función compuesta, es la 
matriz producto (cu) = (&,;) (0,7). X ' lc=1 ' 



Ejemplo 7,10* 

Las ecuaciones 


Vi 

= 2x y 4 x 2 


V2 

— —x x 4 2x £ 

y 

v 3 

= “ »2 



*1 = -Ví -Vi + Va 
H = 2Vi +V 2 ~Vs 


defines aplic aciones lineales de Ei en Ei y, vice versa, de E3 en Ei. La aplicación compuesta de ellas es una 
aplicación lineal de E? en Ei, dada por las ecuaciones 

= ( 2 *:, + *g) - - íC 2 ) = 4 *,.- 2*2 

í 2 = 2 ( 2 »! + *2) + (-*! + 2*2) - (*1 - *2) = 2 *! + S *2 
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Obsérvese que Ia representación 


matricial de z como función de x es. el producto 



Si f es continua en x, y g es continua en y = f(x), entonces la g°f es continua en x. 
Este hecho conforma el 

Teorema 7.9. La función compuesta de dos funciones continuas es continua, 

Un enunciado análogo es verdadero para el caso de funciones derivables. Ello, unido a 
la regia de la cadena, es decir, la que permite determinar las derivadas de las funciones com- 
puestas, se incluye en el importante teorema siguiente: 

Teorema 7.10, Si f es derivable en x y tiene la derivada L*(v) y g es derivable en y = f(x) 
y posee la derivada M y (u), entonces h = g ~ f es derivable en x y su deri¬ 
vada es igual a la compuesta de las derivadas de f y g, a saber 

H*(v) = (MoL)x(v) = Mrc«](L,(v)) 

Recordemos que la representación matricial de la diferencial de f es la matriz, jacobiana 
(õfi/dXj), i = 1 ,,.., m;j = 1 ,..., n, y la representación matricial de la diferencial de g es 
(dSi/dyj), i = 1 ,. . ,, r; u = 1 ,, . ,, m. De esto, se colige que la representación matricial de 
la diferencial de h = g°f es el producto 


/ dhj \ _ fdgAídy A _ / v õQi dyk \ 
\dXjJ \dyJ\dXjJ \k=i dy k dXjj 


i = 1.r; 3 = 1. 


,,n 


( 7 . 5 ) 


Se tiene así la fórmula 

òhi_ 3gi_ 3gi agi ôyi . dy m 

õXj dy 1 dXj dy 2 dXj dy m dXj ’ 

que es Ia regia de la cadena utilizada en el cálculo de las derivadas parciales de las compo¬ 
nentes de las funciones compuestas. Si h = h^i + ■ ■ ■ + A n e f , entonces 


ôh 

dXj 

âhi 

ô^ ei + '' 

, dhr 


fdff 1 dVi 

' 1 + T 1 ir 1 ) e» + 

dym dXj/ 


\dyi dX) ’ 1 " 


(^e 1+ •• 
\dy t 

. + ÈSl. \ %£l + .. 

+ ôyi er j dXj 



+ 


, / Ôgr ày± 

\3y i BXí 

(dsl 4 . 

\wm^ + 


+ 


jg 

dy-. 


dffr Bym ' 
dyi* dXj/ 

t \ dym 
mV dXi 


Así, pues, 


ah dg_dyi 3g_dys _ _ _ + õg_ dym 

dXj òy\ BXj By2 B%j ôym ôXj 


(7.6) 


que es Ia regia de la cadena utilizada para calcular las derivadas parciales de la propia función 
vectorial compuesta* 


Ejemplo 7*11. 

(a) Sea y = (*1 + * 2 )ôi + (*1 - * 2 )e 2 + {x\ + *1 = ti + 1, x z = sen i. Entonces, 

* = -£ll[í + £;ir = (e 1 + e 2 + 2, I e,)(2í) + (e* - e 2 + 2z 2 e 3 ) cosí 

= (2 1 4- cos í)^i 4 (2í — cos fjeg 4 {4Í 3 4 4t 4 2 sent cos 


(ò) Sea y — u(cosf)ei 4 u(senu)e 2 4 ve$ y u — 0 4 v — 00- Entonces, 

ay _ (costJjei 4 (senv)e 2 4 {—tt(sem?)e L 4 w(cost>)e 2 4 e 3 )0 

d& du de &v de 

= (cos (# 0 ) - 4 0 ) sen(fl 0 ))e! 4 (sen( 00 ) 4 4 0 ) cos ( 00 ))e 2 4 0 e 3 
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” 7m ^ + lí ff = (costt)e, + <senv)e 2 + (-«(semi)*, + w(cos v)e 2 + e 3 )í 

— (cos ( 00 ) — 9(9 + <t>) senfí^))*, + (sen ( 00 ) + $($ + 0) cos (00))e 2 + 0e 2 


FUNCIONES DE CLASE C m . FORMULA DE TAYLOR 

Supongamos que f tiene derivada en una determinada dirección u, en cada x de un 
conjunto abierto V de E. Entonces, también la D J es una función de x, perteneciente a V, 
y podemos considerar su derivada en x en una dirección v; a saber: D v (D u f) (x). Esta, cuando 
existe, se denomina derivada direccional de segundo orden de f en x y se simboliza por D? u f(x), 

Recordemos que, si (ei,..., e„) es una base de E, entonces 


Por tanto, 


D 2 t 


D e í 


di_ 

ô/l 

4 

5/a 

Sfm 

Sxí 

= to 81 

™.g 2 + ... 

ÔXi 

d 2 í 

9 2 /i 

I 

PÍ 2 

i 

õx) ÔXi 

dXj èxi gl 

4 

dxjdxi g * 

■ ' * 4 


gm 

a 2 /m 

dXj dXi 


gm 


Es decir, las componentes de las derivadas de segundo orden en la dirección de la base, son 
las derivadas parciales de segundo orden de las componentes. 

En forma análoga, se definen otras derivadas de orden superior. Porejemplo, D w (Dí u f)(x) 
es una derivada direccional de tercer orden en x y se simboliza por D 3 vu /(x). Nuevamente, en 
este caso, las derivadas en la dirección de la base son las derivadas parciales, 

ns | _ Pf 1 J_ . . , - Pfrtí 

dXk dXjdXi õXk dXjdXi 81 ”** õxie dXjdXi 


Si f es continua en V, décimos que f pertenece a la clase C° en V. Si todas las derivadas 

“i -—> . ., respecto a una base de E t son continuas en V , entonces se dice que f 
ÔX 1 dX 2 ÔXn 4 

pertenece a la clase C 1 en 7. En general, f es de clase C m en V si todas las derivadas de orden 
íít-ésimo . —-—- existen y son continuas en V. 

òXi t 

Obsérvese que, de acuerdo con los teoremas 7.6 y 7.8, las funciones que pertenezcan a 
la clase C 1 pertenecerán a la clase C°. Y ? entonces, las funciones de clase C 2 serán de clase 
tX En general, las funciones de clase C m están en la clase C m ~ l . 


Ejemplo 7.12. 

La funcién numérica en los reales, /(x) = [x| 8 / 3 pertenece a 02 para todos los valores de x en E , pero 
no pertenece a Ct para todos log-x de E. En efecto, 

SM = ||x|^-L W = = || x p/ 3 K . = ! COS e s > 

en donde utilizamos la igualdad = |x| cos ^ (x, e;). Análogamente, 

sJjdli ~ |m i/Sí « + y M a/3 cos^fx^j) cos^x.üi) 

Pero, una derivada de tercer orden contendrá el término 

64 

— |x|">' a coa 4(x.e k ) cos4_(x,e,) cos 4_(x,e,) 

que no es acotado en x - 0. 

dí ôf 

Obsérvese que es posible que sea -——- ¥= ——. Sin embargo, esto no oeurrirá si f es 

0 X 10 X 2 1 0 X 20 X 1 

de clase C 2 . En general, si f es de clase C m , al liacer las derivadas parciales de orden m-ésimo, 
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no importa el orden de las derivaciones respecto de cada variabie sino solamente el número 
de ellas. Si se desea una demostración de esta afirmación, remitimos al lector a cualquier 
texto de cálculo superior. 

Supongamos, ahora, que f es de clase C 2 en V. Entonces, según el teorema 7.8, f es deri- 
vable en V; y, de acuerdo con la ecuación (7.2), se tiene 

D.f = Jí-tti + '■ 

oXi 

Pero, además, D u f es derivable en V. Por tanto, 

DU = D*(DJ) = (JL-dJ^ví + ■■■ + 


õ a f 


.dXi ôXi 


Ui + 


+ 


ò 2 t 




o sea, 


dXi dx 

DM = 


Ví 


õí 

+ jzr u * 
oX n 


(Ú* D 'ty v * 


d 2 í 

dx„ dx 


+ 


■Ui + 


+ 


Pt -j 
ÕXn dXn J 


V n 


A Pt 

íA i SXiõXj 


ViUj 


(7.7) 


Para derivadas de orden superior se pueden obtener fórmulas análogas. Por ejemplo, 

A a 3 f 


Dlv u f - 


■ jftj õXídXj õXk 


IViVjUk 


En esta forma, tenemos el 

Teorema 7.11. Si f pertenece a la clase C m de V, entonces todas las derivadas direccionales 
de orden m son continuas en V, independientes dei orden en que se obtengan 
las derivadas, y vienen dadas por 

A fl™f 


i i -i dx-,. • • ■ ÔXi ( W2 )‘a ' ' ' 

. m ~ 1 m 


Ejemplo 7^13^ 

Supongamos que 


f(x) 


ííf 

Entonces, Ií u f(x) = — u t -f — u 2 


D 2 2f(x) 


Di v f(x) 


cM 


uf 4 - 


dx 2 


+ í^i 4 ^ 2)^2 + 


(x 2 g! 4 4 (^ifi4 3^|g a 4^g 3 )u 2 


-UiU 2 


dH 




dH 


òx 1 dx l '^ 1 1 dx Y ‘ dx 2 dx Y 1 dx 2 ' 

= (^£2 4 GxyXtfJu* 4 2(gi 4 3a;fg s )u v u 2 4 ^ 2 g^u\ 


dH 

dx l 


u 1 v l 4 


u l v 2 + ITIT* 1 i«i + 




d%2 


dx 2 


Sx 2 dx 2 


- (6x^2 + 6 ®ií*:i£3> m i v i + (gi 4 3 a;fg 3 )(M 1 v a + v^) 4 6 x 2 g 2 u 2 v 2 




a 3 f 


dx 1 òx x dx 


2 , dH , , dH 

u?v T 4 ---- - —4 T-r- z —«1 U2.V1 4 ---- 

1 1 dtfjafcidtfg 1 1 2 ôx 1 dx 2 Sx 1 2 1 dx^^xydx v 2 1 1 


t dH , dH . õH 

dx j dx 2 àx 2 UlU)iV2 Sx 2 d% 2 u 2 u i v 2 ^ õx 2 dx x ôx 2 ôx 2 a ar 2 u ^ L<íV<l 


òx 




dx Y dx 2 


(Zu l u 2 v 2 4 ^ 2 ^ 1 ) H- 3 ^z ^2 


Bxt 


= (âg 2 4 V! 4 v 2 4 4 6g 2 u 2 v 2 


Teorema 7*12. Fórmula de Taylor * Si f es de la clase C m en un entorno de x Qt entonces, para 
todo x suficientemente próximo a x 0 , se cumple que 

m ! 


f(x) = f(xo) + D(*-* 0 )f(Xo) + ■•• + ”D {1 _ In)m f(xo) + Rnfx.Xú) 
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en donde, R m (x, x 0 )/|x — Xoj^-^O cuando x-*x 0 . 

Ejemplo 7.14. 

Sea f(xi, Xi) = Çfcj + XjJei + Entonces, 

ôf 

D yÍ(*) = ã*4 + 3 xl Vi = + Zx\x 2 e i )v l + {Zx^ + xle 2 )v 2 

D|*f(x) = B* + 2 i£k v \ v 2 + “ ( 2e i + 4- 6x*e 2 v i v 2 4- 6x 2 e t Vo 

x o tonemos; x x^ = (x^ l)ej 4 - (x2 4 l)e 2 , f(^o) ~ e 2 * ^( x o) = ( 2 ej 3 ^a)t 1 ) 4 

(3ei + e 2 )(x 2 4 1)> £>?x~ Io )af(x 0 ) = (2e L “ 6e 2 )(x : — l) 2 4- §e 2 ( x i — l){x 2 + 1) “ 6ej(x 2 4- l) 2 , Así, pues, 

f(x) - f(x 0 ) +*-D( X _* 0 )f(x 0 ) 4- iO?,-a 0 )Sl(* 0 ) + o(jx“X 0 | 2 ) 

= 4- (2d — 3e2)(3Cj - 1) 4 (3e L 4e 2 )(z 2 4 1) 4 (e t - 3e 2 )(£i - U 3 

4 3e 2 C^i — 1)^2 4“ 1) ~~ 4“ l) 3 4 o((aq — l) s 4 (x 2 4" l) 3 ) 

Esta resultado también puede obtenerse directamente al desarrollar a f por medio de potências de 
(*i — 1) y (x% 4 1) en la siguiente forma 

*\ = K^-lJ+l]» = (»!•— I) 3 + 2(x l — 1) + 1 

*2 = [(*2 + l)-l] S = (*2+l) 3 ” 3(*2+l)*+ 8(* a +l) - 1 

* 1*2 = [(*1 ~ 1 ) + lj 3 [(x 2 + 1) “ 1] = [(* 1 - 1>3 + S(* l - 1 )*+ SÍXj-l) + lJKíj+l) - 1] 

y, de esta suerte, 

f(x) = (x 2 4 x*)^ 4 ^x 2 e 2 = {(x t - l} 2 4 2(x t - 1) 4 1 - 3(x 2 4 l) 2 4 3(s 2 4 1) - l}e t 

4 {3(aq — l)(x 2 4 1) 4 (x 2 4 1) “ 3(x x - l) 2 - 3(* l - 1) - l}e 2 

+ {(#2 + l) 3 ©i' + [(aq — l) 3 (x 2 4 1) 4 ^(x 1 — l) s (x 2 - l)]e 2 } 

Gbsérvese que el ultimo término es, en verdad, o((*i “ 1)2 4 (x 2 4 1)2), y este resultado concuerda con el 
primero* EI segundo método para obtener un d es ar rol lo de Taylor se puede aplicar síempre que las compo¬ 
nentes de f sean polinomios; pero, en general, es necesario aplicar la fórmula dei teorema 7.12, 


TEOREMA DE LA FUNCIÓN INVERSA 

Sea f una funciòn de x que aplica un conjunto abierto V de £ 3 en £X En general, tal 
función no será inyectíva. Sin embargo, supongamos que en un punto x 0 de V se tiene el 
jacobiano J( f) = det (dfi/dXj) ^ 0. Recordemos que (Sfi/Sx?) es la representación matricial 
de la diferencial como función lineal Puesto que el det (dfi/Sxj) ^0 en x 0j el rango de 
df(xo) es 3, Y, en consecuencia, de acuerdo con el teorema 7,1 (i), cif(x 0 ) es inyectíva. Pero, 
f{x a ) + df(x 0 )(x — Xo) es una aproximación de f(x) cerca de x 0 . Así, pues, contamos con que 
f sea inyectíva al menos en alguna vecindad de x 0 , Este resultado es parte dei importante 
teorema siguieiite denominado teorema de la función inversa: 

Teorema 7*13. Sea f una función de x de clase C m (m ^ 1) en un conjunto abierto V (de E) 
aplicado en E. Sea J( f) = det {dfifòxf) ^ 0 el jacobiano en un punto x 0 
de V, Entonces, existe un entorno S(x Q ) contenido en V tal que: 

(i) La réstricciòn de f a S(x Q ) es inyectíva, 

(ii) La imagen f(S(x 0 )) de S(x<,) es abierta, 

(iii) La inversa f“ L de f es de clase C m en f(S(x 0 )). (Véasela figura 7-7,) 

De nuevo, para la demostración de este teorema, remitimos al lector a un texto de cálculo 
avanzado. 
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Ejemplo 7.15. 

Las ecuaciones y\ = Xicos^s, y 2 = sen x 2j (xi >0) 

definen una aplicacidn dei semi-plano x\x 2 de la derecha sobre el plano y\.y 2 > exceptuando su origen, como se 
muestra en Ia figura 7-8(a). Para xi > 0 r 

jin = m(¥) = * 0 

v \ 5a: j/ \senx 2 cos x 2 J 

En este caso, alrededor de cualquier punto (ri, x 2 ) dei semi-píano de la derecha, existirá algun S(xi* x 2 ) den¬ 
tro dei cual la aplicacidn sea inyectíva y eobreyectiva sobre un conjunto abierto dei plano y\yz- La aplicacidn 
inversa viene dada por 

%i = (v\ + v\) in i x z - tan _ MWí/i) 

en donde debe tomarse la rama conveniente dei arco tangente, Obsérvese que la aplicacidn dei semi-plano 
de la derecha en sí mismo, no es inyectíva, aunque sea det {dy^àx^ ^ 0 en cada punto* pues Ia sola tira 
0 ^ x 2 < 2 tz recubre todo el plano y\y 2t exceptuando el origen, como se muestra en la figura 7-8(6), De esta 
suerte, el teorema de la función inversa nos proporciona unà inversa local pero, en general, no nos permite 
obtener una inversa global. 



VZ 


m£ lyi,Ví) ■ 

' 9 ■■■ 

<99 

*1 

J '****' ■ Vi 




1*2 

1 *j 

y 2 

Vi 

—h. 

1 

1 

1 

1 

■■ /■ 


(a) W 


Fig. 7-S 
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Problemas resueltos 


FUNCIONES VECTORIALES. FUNCIONES LINEALES 

7,1. Demostrar que 

y = (sen Xi cos x 2 )gi + (sen sen x 2 )g 2 + (cos *i)g 3 

define una aplicación de la región 0 ^ Xi < t:, 0 < x 2 < 2r. sobre la esfera de centro 
en el origen y radio igual a 1, en E 3 . ^Es inyectiva esta aplicación? 

|y|í = y? + y\ 4- y 3 = sen 2 xi cos 2 x 2 + sen 2 Xi sen 2 x 2 + cos 2 Xi = sen 2 xi + cos 2 xi = 1 
Por tanto, la aplicación ee en la esfera» A fin de demostrar que esta aplicación es sobreyectiva, para 


tm y fijo que cumpla la condición de ser [y [ 2 = + y\ 4 y supongamos que 


#i = Cos -1 


x 2 


Cos -1 Vl 

para 

Vi > o 


Vvl + y 2 


2 „ (7ris“l Vl 

para 

V2< 0 


\ly\+y% 


0 

para 

y 2 = y\ = o 


0 

para 

3/2 f 0 y 

Vt>Q 

■*r 

para 

Vi = o y 

Ví < o 

[ y 2 0, entonces 





sen xi cos 


*2 = VH4 


V\ 


Si y 2 > 0 , entonces: 

sen xi sen x 2 = yfl — y* 
Si y 2 < 0 , entonces: 

sen x\ sen x 2 — /l — y\ 


Vvf+vl 

\Vi\ 

Vvi + ví 


Vi 


IWsl 


5 ~\Vi\ 

Vy\ + y 


■iVíl 


Vi 


Si y\ " yi = 0* entonces |y 3 [ = 1. Esto implica que Xi = G, o, x, y, de esta suerte, 
sen Xi cos x 2 = 0 = y\ t sen xj sen x 2 “ 0 = y 2 


Si y 2 — 0 y yi > 0, entonces #2 = 0 y, de esta suerte, 

sen xi cos — sen Xj = s/l — - y\ t sen x\ sen x 2 ~ 0 = y 2 

Si y 2 = 0 y yi < 0 , entonces x 2 = x y, de esta suerte, 

senxjcos^a ~ — sen Xj = — y/l — y| — — JjVi { = Vi, sen xj sen x 2 ~ 0 — y 2 

Así, pues, en cada caso se estableee que: sen Xi cos x 2 = yi, sen sen x 2 = y 2 y cos = y 3> y 
por ello, la aplicación es sobreyectiva respecto de la esfera* 


7.2. Determinar cuál es el rango y cuál la imagen de la aplicación lineal siguiente 

yi = 2x± 4- x 2 
y 2 — —4^! — 2xz 

V3 = -2xi - x a 
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La representación matricial de la aplicación es 



Puesto que det 


(-J 


0» 


= 0 y det 


G : 0 - ”• 


el rango de la 


-4 -\) = «(-í -I, . . 

matriz es 1 , De las dos primeras ecuaciones obtenemos que 2yi 4 ys - 0, y de las dos ültimas 
sacamos que y 2 — 2 y 3 = 0 . De este modo, la imagen de la aplicación es la intersección de los planos 

2yi 4 y 2 = 0 y y% ~ 2^3 = o» 


7,3. Demostrar que una función lineal de E 3 en E 3 es biyectiva si y sólo si las imágenes de 
una base son linealmente independientes* 

Supongamos que (e 1? e £í e 3 ) es una base y f una función lineal de Es en Es, tal que f(ei), ffea), 
f(e 3 ) sean independientes. Entonces, (f(e*), f(e 2 ),fíe 3 )) tambienesuna base y todo b se puede escn- 
bir como 

b = &i f(et) 4 b 2 f{&2) + &3 
Definimos, ahora, a = ^ 1^1 4 4 Entonces, 

f(a) - f C&i®i + b 2 e 2 + = 6 i f ( e 0 + 62 fíe ^ + 6 s f ( e s^ = b 

Y por tanto, fes sobreyectiva respecto de £3. Para demostrar que f es inyectiva, supongamos que 
fuera f(a') = f(a). Entonces,' 

0 = f(a') - £(a) = €{a' - a) = f((«í - “íJej + («á - «2)^ + («á - «3)**) 

= («í - oj £(«0 + (oá ~ oa) £(e 2 ) + (aj - o») f(«j) 

Puesto que f(ei), f(ej), f(e 3 ) son independientes, se deduce que a[ - = 0, a 2 -a 2 = 0, «á _ «3 = <J- 

De modo que a' = a y f es inyectiva. Recíproe amente, si f es inyectiva, entonces f(ei), ríe 2 :, > 
f(e 3 ) son independientes. En efecto, de no ser así, existirían valores ij, b 2 , b ir no todos nulos, y con 
ellos un a = 6iej + & 2@2 + ^ 3*3 t* 0, tales que 

0 = 6 i f(ei) + b 2 f(e 2 ) + b 3 í(e 3 ) = f( 6 iei + b 2 e 2 + 63 * 3 ) = f(a) 

Pero, para cada función lineal también seria f( 0 ) = 0, Io cual resulta imposible por ser f inyectiva. 
Así, pues, queda probada la proposición. 


7.4. 


Demostrar el teorema 7.2 (i), a saber: Una aplicación lineal f de E 2 sobre E 3 es biyec¬ 
tiva respecto de un plano de E 3 si y sólo si el rango de f es igual a 2. 

Supongamos que (e^ e 3 ) sea una base de E2 y que los vectores f(ei) y f(e 3 ) sean linealmente 
independientes en E3. Como quiera que f(x) = f(xiei + * 2 ^ 2 ) = x\ f(«i) + x 2 t( e 2 ), E2 

va a aplicarae sobre el plano determinado por f(ej) y f(ez) r como se muestra en la figura 7-9. P eT, °í 
qdemás, todo b dei plano puede escribirse en forma única, como una combinación de t^) y f(e 2 ). 
De aqui se desprende, al igual que en el problema precedente, que f aplica £ 2 inyecta y sobreyecti- 
vamente a un plano de Ei. Recíproe a mente, si f es una aplicación inyectiva sobre un plano, entonces, 
como en el problema anterior,'f(«d y f(e 2 ) son linealmente independientes. Dejamos al lector la 
demostraelón de este hecho. Así, pues, la aplicación es inyectiva sobre un plano, si y sólo si f(d) 
y f (e^) sou independientes. 




Fig. 7-9 
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Falta por demostrar que f{ei) y f(e 3 ) son independíentes si y sdlo si el rango de f es igual a 2. 
Para ello, supongamoe que 

f{ei) = anJt + a 2l g 2 + %iga y f(a 2 ) = êqrfi + « 22 Í 2 + 

Recordemos que f (ei) y f(e 2 ) son independíentes si y sólo si 

f(e t ) X f(e 2 ) = («21^33 — ®31«22)ffi + + (« 11«22 »i 2 í» 2 i)f 3 ** 0 

Pero, las componentes dei vector anterior son los tres determinantes de orden 2 X 2 de la represen- 
tación matricial de f, que es 

( «n a 12 

®31 ®32 

De suerte que f(«i) y f(e 2 ) son linealmente independíentes si y sólo si uno, por lo menos, de los tres 
menores de orden 2 X 2 de la matriz representativa de t es diferente de cero; es decir, si y sólo si 
el rango de f es igual a 2. Y esto demuestra el teorema. 



7.5. 


Si las componentes de una función vectorial f(x) son funciones lineales 
(*i,..., *„), demostrar que f es úna función lineal de x. 

Se supone que m _ , 

f(*) = ^ [ j 2 «í,*íJíí 

Entonces, para todo u = tqei + • • * + w„e„ y v = met + • • • + e„e„, tenemos que 


homogéneas de 


f(B + v) ( 2 |^2 ««(Mj + vj) J * - ( 2 [ } 2 Si + ( 2 [j2 OjjVjJgj = f(u) + f(v) 

y f(fcu) = ( 2 [ ^2 «ijfcwjjgi “ k ( 2 £ = fcf{u) 

Abí, puas, f es lineal, que era Io que se queria demostrar. 


CONTINUIDAD Y LIMITES 

7.6, Calcular el lim [(a?* + a;f )ei - xix^]. 


tanto» 


Como f(x) = {x\ + xl)ei - Xjx 2 e 2 es continua en x = 0, entonces lim f(x) = f{0). Por 


lim K*i + *g)e ( “ *i«ae 2 ] - 0 




7.7. Demostrar que la función numérica en los reales dada por 


- M _ +*|), si x#0 

lO, si x = 0 


es continua en x = 0. 

Para ello, escribimos *i = |x| cos £ (x, «O, x 2 = |x| coa Jf. (x, e,). Entonces, 
| |x|a coa 4 (x, ej) cos 2 4 (x, «a) | 


|/(*) - /í»)| = 


l*l a 


- 1*1 |cos2$.{x,e t )| |cos a 4_(x,e2)| - jxj < * 


porque |x{ < 3 — t. De esto se deduce que f (x) es continua en 0. 

7.8. Demostrar que la función numérica en los reales dada por 

*{ \ _ +*z). Si X 7* 0 

[O, si x = 0 

no es continua en x = 0. 

Para ellò, consideremos los vectores, vecinos de cero, de la forma x = A*ei + Ae 2 , h yt 0. 
Entonces, n = W y q = i y 

«*>-« = (FTS 5 )= 1 
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que no puede ser menor que c ai 

7,9» Se dice que una * Jinción f es acotada en x 0 si existen íos escalares Af > 0 y 8 > 0 
tales que [f(x)| <■ M para |x - x 0 l < S. Demostrar que f es acotada en x 0 si es 
continua en él, 

Escojamos cualquíer e > 0. Como f es continua en xq, existe un 8 > 0 tal que |f(x) — f(xo)l < c 
para [x - xo[ < 3. Utilizando la desigualdad |a| - |b[ ^ |a - b|, se deduce que |f(x)| ^ |f(xo)l + 
t = M para |x — xq| < 8, lo cual demuestra la proposicãón- 

7.10* Si el lim f(x) = f{x 0 ), demostrar que f es continua en x 0 . 

3C —, 3E o 

Puesto que lim f(x) = f(xo), dado un e > 0, existe un í > 0 tal que |f(x) — f(*o)| < t 

x “* 3to * * 
cuando x pertenezca ai entorno reducido 0 < |x — xol < S- Pero, en x = xq, se tiene que f(x) = 

f(x 0 )- En consecuencia, |f(x) - f(xo)[ < * sii pertenece al entorno completo |x — x 0 [ < 8. Es 

decir, f es continua en xo* 

7.11. Demostrar qdé f = Agi + • • • + f m g m es continua en x 0 si y sólo si cada es con- 
tinua en x 0 * 

Supongamos que f es continua en xq. Entonces, para jx — xol 8» [f(x) í{sco)l ^ e - P^ro, 
entonces, para |x — xoj < 6, es 

jfj{x) - fi(x 0 )! = |f(x) - f(x 0 ) |cos 4_(f(x) - f(Xo), *í)l - ]*<*) - f (*o)l < * 

Por tanto, fi es continua en xo- Recíprocamente, supongamos que cada una de las fi, ‘ = 1,. . m, 
es continua en xq. Entonces, para |x — xq| < B i = 1,1.., tn, |/í(*) — /*(xo)!< t/m. De esto se de¬ 
duce que, para |x — xo! < B “ min (íi,. . B m ), tendremos 

[f(x) f(x 0 )| ~ -/l(X(|))gi + ••■ + (/ m (x) —/ m (Xp))g m | 

- 1/jíx) - A(X 0 )[ + ■ • ■ + l/ m (x) - /m(*o)l < Wm = «. 

y con esto qreda demostrada la píoposición. 

7.12. Si el lim Sí* = demostrar que el lim — ^ U<> ) = 0 {u 0 ^ 0). 

V-Q |V| h-+0 fl 

Puesto que (R(v)/|v|) —>0 cuando v ->0, di.io un « > 0, existe un B > 0 tal que 
!R.(v)/|vü = iR(v)|/|v| < í/juoj para 0 < |v| < B. Pero, entonces, 

% ]R(Aa„)/A| = (]R(Au 0 )|/]fiuol)iuol ( e /l»ol) l“ol = e 

para 0 < |Au 0 | < B, o sea 0 < |A| < B/lugf. Así, pues, (R(Au 0 )/A) -> 0 cuando A-> 0. 

7.13. Si f y g son continuas en x 0 , demostrar que f * g es continua en x 0 . 

Consideremos 

|f(x) ■ g(x) - f(x 0 ) • g(x 0 )| - |f(x) ■ g(x) - f(x) ■ g(x 0 )| + |f(x) • g(x 0 ) - f(Xo) * í(*o)l 

= [f(x)| [g(x) - g(x„)| + ]g(x 0 )j |f{x) ~ f(x 0 )l 

Puesto que f y g son continuas en xo y particularmente f es acotada en xq, para todo * > 0 existen 
los Bi, B 2 , Í 3 y Af > 0 tales que 

|f(x) | ^ M para |x - x 0 | < Sj 

jf(x) - f(x 0 )j < para |x - Xg| < S 2 

jg(x)-g(x 5 )j < 2 ^ para |x-Xe| < 8* 
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Entoncés, para [st — xo < 5 = min (21, S 2 , S3), 

jí(x) -g{x) ~ í(x 0 ) ■ g(xo)| < + [g(*o)| * = e 

y, de esta suerte, f - g es continua en xp. 


DERIVADAS DIRECCIONALES. FUNCIONES DERIVABLES 


7.14. 


Demostrar que la siguiente función numérica en los reales, 

\xixl/(x\ + %i), si 


/(*) = 


10 . 


SI 


x v 4 0 
x = 0 


tiene en x = 0 derivadas en todas las direcciones. Obsérvese que f no es continua en 
x = 0, como se demostrd en el problema 7.8, 


Sea u = wiei + £ía e 2 un vector, no nulo, tal que uj 0, Entoncés, 


B,m - iim m+ . w-m - 


w 0 


lim 




u 2 


Para u\ - 0, es decir, para u = w 2 e*, tenemos que 


í?u/( 0 ) 


lim 

h-+G 


/(O + fcu) — /(O) 




— lim 0 — 0 

h-*0 


Por tanto, en 0, f tiene derivada en todas las direcciones. Obsérvese que D^fiO) no es lineal, sí se la 
considera como funcidn de u. Este hecho contrasta con el caso en que f es derivable, pues entonces, 
D u f = df(u) es lineal en u. 


7.15. Hallar la derivada de 

f(x) = (íisenxaíe! + (3C 2 sen*i)e 3 

en la direccidn de u, 0 = (l/v+ (2/V5)e 2 en x 0 = {*/2}ei + (it/4)e 2 . 


Como las derivadas parciales de f son continuas, de acuerdo con el teorema 7.8 se deduce que 
f es derivable. Por ello, podemos utilizar la ecuacién (7.2) y obtendremos 


£>u f(x) 


jí/ \t \ , flf 

df(x)íu) = — «1 + ^*3 

((sen^^i + ( x 2 cos^OeJ^i + {(x t cosa? 2 ) e i + (sen#*)^)^ 


Por tanto 


*V(*o> 


vtõ 


( 2 W 


2_ 


2 + v 


2y/ÍÕ ’ Võ 


7.16. Para cada una de las siguientes funciones de E 2 en E s , determinar: (i) el conjunto V 
en el que f es continuamente derivable, (ii) la diferencial de f en V, (iii) el rango de dt. 

(a) f(x) = (*iCOS* 2 )g! + (*! sen x 2 )g 2 + x 2 g 3 
(Ò) f(x) = |*i + SCaig! + |*i - * 2 fg 2 + g 3 

(“) (i) t(x) = í*i cos x 2 ')gi + (xi sen * 2 )g 2 + x;g 3 tiene derivadas continuas para todo valor de 
x. En consecuencia, f es continuamente derivable en la totalidad de 

(ii) La diferencial de f es 

di = ^dx, + 

= [(cosa^g! + (sena 2 )g a ] dx 1 + [(-*, sen* 2 )gi + (*] eos* 2 )g 2 + g s ] dx 2 
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7.17. 


(iii) La matriz de la diferencial es 


Puesto que 


/ Af \ 

1 cos 

— x x senx 2 \ 

(S) = 

sen x 2 

Xi cos x 2 

V x l/x 

\ o 

1 / 


[ det C 


cos x 2 sen£ 2 \ 

s sen x 2 cos x 2 / 

= x\ -f cos 2 x 2 + sen 2 ar 2 


“+ [det ( C ° S 0 * 2 “*•*“*>)]* + * lC “**)' 


se concluye que el rango de dt es 2 para todo valor de x èn E2 . 


(fc) (i) La función f(x) = |xi + *2lgi + í*i " *alíff2 + £3 
tiene derivadas continuas si *1 -f x 2 - 0 y xj ~ 
x 2 7 ^ 0. O sea: f es continuamente derivable en los 
siguientes cuatro conjuntos abiertos 

À = {xi + x 2 > 0 y Xi ” > 0} 

B = {x 1 + íc 2 <0 y x 1 -x 2 >0} 

C = &Í + #2 < 0 ' y x 1 -af 2 <0} 

D = {x t + x 2 > 0 y x 1 ~x 2 <0) 

que se muestran en la figura 7-10. 



(ii) Sí x pertenece a A t entonces |xi +x 2 | — ri -h x 2 > Ixi — x 2 \ = x \ — y la diferencial es 

■dl - (g L + g 2 ) dx 1 + (gi - &) dx 2 

Si x pertenece a B, entonces |xi + x 2 \ = —xi — x 2t \x\ — x 2 \ = x\ “ x 2 y 

df = (-g : + g 2 ) dx j - (gi + g 2 ) dx 2 

Si x pertenece a C, entonces |*i + x 2 \ = ^xj — x 2í \xi — x 2 \ = —*i + ^2 y 

df = -(Zi + ^dx! + (-gi + 

Si x pertenece a D r entonces \x\ -f- x 2 \ ~ x± + |xi — x 2 \ — "b ^2 y 

df = (gi — g 2 ) dx x -f (gt 4- g 2 ) dx 2 

(iíi) Las representaciones raatriciales de df aon: 

f-3 

En cada conjunto, el rango de df es igual a 2. 

Sea f = /igi + fz 82 + hSz una función vectorial de E z en E 3 } derivable en x — 

dt dt 

*i 6 i + * 2 e 2 . Demostrar que el rango de df en x es igual a 2 si y sólo si ^ x ^ # 0; 




dt_ 

3*1 


af /a/i a/» a/, \ /a/, ^ a/* a / 8 \ 

x õx 2 ~ + 9xi Si + dx í e y x \ax z e ' dx 2 S2 a* â g y 

/ sf 2 0/3 a/j, / 0/3 d/l d/i 3 /g\ ^ / g A àfz _ d/A 

“ \Bx[ _ ^ 0^/ Êi + 3*1 + 0x 2 0X! 0ar 2 / g3 

Obsérvese que las componentes de X con la salvedad de un signo, son los tres menores de 
^ òx x dx 2 

orden 2 X 2 de la matriz siguiente 
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flí y ^ A 

De aqui se deduce que sí y sólo si uno 

es decír, si y sólo si el rango de df es iguaj a 2 * 


de los menores de orden 2 X 2 no se anula, 


7.18. Demostrar que si f es derivable en x 0í existe un M ^ 0 tal que — M para 

todo valor de v 3 ^ 0 . 


De acuerdo con la ecuación {7.2} de la página 137, es 


1 d£(x 0 >(v>| 


Òí , , . , 


dí 


/w 


dt 


^-(v.ejl^íxo) + ■■■ + cos ^_(v, e„) ^ (x 0 ) 
df 


df . , 

d^ (Xo) 


+ 


ÔX, 


■(xo) 


M 


que era el resultado que ae buecaba. 


7.19., Demostrar que f(x) es continua en x« si es derivable en x 0 . 

Como ae aupone que f ea derivable en xo, en tone es, 

f(xo +v) = fixo) + df(xo) (v) + R(x 0 ,v); 

o, si hacemos v = x — xo, 

f(x) = f (xq) 4 - íf(xo)(x - Xo) 4- ’R(xo, X - Xo) 
en.donde (R(xo, X — xo) /|x — xol) —S> 0 cuando x ->xo* De aqui ae deduce que, para x ^ xq, 


|f{x) - f(x 0 )| 


|cff(x 0 )<x — X 0 ) + R(x 0 , X — X(j)| 


|df(‘Xp){x — Xq) I 

|x - x,| 


|x-x 0 [ + 


ÍR(X 0 , x-x 0 )| 

. l«— i»-.! 


(Mj + Af 2 ) [x-x 0 [ 


en donde hemos utilizado el resultado dei problema precedente y el hecho de que Ríxo, x — xo) /jx — 
xol es, además, acotada en un entorno reducido de xo, pues (R(xo, x — xo) /|x — xol) —> O cuando 
x —» Xq, En con 8 ecuencia, |f(x) — f(xo)| < * para O < |x — xq < «/(Afi 4- Af 2 )- Por ello, ès 
lim f(x) = f(xo) y, por tanto, f(x) es continua en xo- 

X-+ Xo 


7.20. Demostrar el teorema 7.7 (iii), a saber: Si f y g son derivables en x, entonces f • g es 
derivable en x y d(f-g) = f * dg -f (df) \g. 

Consideremos la función de v, 

R(x,v) = f(x 4 v) • g(x + v) - f(x)*g(x) - f(x) • dg(x)(v> - tff(x)(v) • g(x) 

= f(x + v) ■ [g(x + v) - g(x) - dg(x)(v)J 

4 [f(x + v) - f(x) - df{x)(v)j ■ g(x) + [f(x + v) - f(x)] • dg(x)(v) 


Ahora, bien, como f y g son derivables, entonces 
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f(x + V) = f(x) + df(x)Cv) + Ri(x,v) y g(x + v) = g(x) 4- dg(x)(v) 4- Rafx.v) 


, .. |Ri(x, v)| |Ra(x, v)j 

en donde, lim ——- = lim — . ■ -- = 0. Sustituyendo en la antenor, 

V-.0 [v| T-+0 |v| 


|R(x, v)| 


= I f(x + v) • Rafx, v) + g(x) ■ Ri(x, v) + [f(x 4- v) - f(x)] ■ <fg(x)(v) | / |v| 

|R 2 (x, v)| |R,(x, v) jdg(x)(v)[ 

^ [f(x 4 v)| —^—- + |g(x)| ■——■ + |f(x + v) - fíx}[ ■ 


|v[ ' . ' M .. ]V] 

Pero, f(x 4- v) es acotada si v está en un entorno de 0, pues t es continua en x y ;dg (x) (v) /v| ea 

y| i 

acotada ai v ^ O, de acuerdo con ei problema 7.18* Por otra parte, lim - ■ | = 0 y lim 

r*+ O jV{ t*+0 

v)j _ como ae vio anterior mente, y lim |f (x + v) — f (x) | = 0 , pues f ea continua en x r 

|v| v ' T -0 

|D/y v\\ 

y, de este modo, lim *■ \ ’■ — — 0, Así, pues, 

[vj 

f(x + v) ■ g(x -I- v) = f(x) • g(x) + f(x) - rfg(x)(v) + df(x)(v) * g(x) 4- E(x, vj 


en donde. Hm = 0 * De aqui ae conciuye quef*ges derivable en x y d{t*g) =t*dg -f 


B(x,v) 

T -+0 Ivl 

(df) - g, lo cual demuestra el teorema. 


7 , 21 , 


Teorema dei valor medio. Sea f una función de x, 
numérica en los reales, sobre un conjunto abierto 
de E y derivable en todo punto de la recta x* = 
Xo 4 - fvo, 0 < t< 1 , como se muestra en la figura 
7-11. Demostrar que existe un í 0 , 0 < to < 1, tal 
que /(x o + v 0 ) = f(% o) + D vo f(x 0 + toVo). 



Fig. 7-11 


Necesitamos demostrar que la función F(t) = f (x o 4- ívo) tiene derivada en todo tSl 
y, después, aplicar el teorema dei valor medio referido a una función de una sola variable real. Por 
ser / derivable a todo lo largo de xq 4" tvo, df(xo -H fvg)(v) = Dvfixo 4" tvo), y es lineal env. De 
estn suorte 

F(t + k) - F(t) / (*o 4- tvp 4- hv 0 ) - /(Xq + tvp) _ f&Q + tv o) + + tv o- ftv e) 

k ~ h k 


= D ¥() /(x 0 4 fv 0 ) + 


H(x 0 + Év 0 , fcv 0 ) 

Ã 


en donde lim = 0 y, por tanto, de acuerdo con el problema 7 . 12 , lim 

h» 0 -o |ftv„l s-o 

R(x 0 4- <v 0 . ftv Q ) _ Q De ello ae desprende que F'{t) existe en todo 0 < í < 1 y viene dada por 
h 

la expreaión 

F'(t) = lim EÍÍ±MfiIÍÈ = D f( Xo +tv o) 

De acuerdo con el teorema dei valor medio relativo a una función numérica enlos reales y de varia¬ 
ble real, se deduce que existe un ío, 0 < to < 1, tal que F(l) — F( 0 ) 4- F'(fo)> ° eea 

/(xo+v 0 ) = /(x 0 ) + D, o /(x 0 + Vo) 


FUNCIONES COMFUESTAS. REGLA DE LA CADENA 

7.22. Sea y = (x\ xl)e\ + xix^et, x = (ui costeei + («i sentii)ej 

Hallar: (o) Las derivadas parciales dyjdui, Byt/òu i, dyi/dtti y BydòUi como funciones 
de u. ( 6 ) La diferencial rfy como función de u. 
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{a) W, 

dU* 


BV\ 

du 2 


Síí 2 


3y x dx x dy 1 Bx% 
d&i cJtti üx 2 Bu x 


2x x cos u 2 4 2x 2 senu 2 = 2u 1 cos z u 2 4 2u 1 sen 2 u 2 — 2 u x 


dy z õx 1 dy 2 dx 2 2 

— —--h —— — = x% cosíi a + zxiXvsenu» 

dX 1 Bu x õx 2 dU-i 


By i ttoj By x dx 2 
3xi du 2 Sx 2 Bu 2 


u\ sen 2 u 2 cos u 2 4 2u\ cos u 2 sen 2 u 2 = 3uJ cos u 2 seu 2 u 2 

—2x 1 u 1 sen^ 4 c0 ^% 

—2u\ cos i *2 aeuu 2 4 2uf co$u 2 senu 2 — 0 


Sy 2 dy 2 Bx 2 

Bx x Bu% Bx 2 Bu 2 


—x\u x sen u 2 4 2x 1 x 2 u 1 cQau 2 


~* 2 «1 bcjj iA > 2 r j 

= — u^sen?u 2 4 2u\ cos 2 %senw a 

= Wj(sení / E )(2 cos 2 u 2 —aen 2 w 2 ) 

Otro método; 

IF —— /ir 2 l : _J_ nn^xasS _L_ -li úanS ■■]f ia — If^n J_ 


(ttj cos 2 u 2 4 u 2 sen 2 j w 2 )ei 4 (wj cos u 2 aen 2 u 2 )e 2 — 4 (w^ cos u 2 sen 2 %)e 2 

dy 2 


BVi By 2 By x 

-— — 2Ui s -— — Suf cos u 2 sen 2 -— — 0 

dui òUi 1 * * Bu 2 


Bu 9 


— u\{2 eos 2 %senu 2 — sem*^) ~ ^(sen%)(2 cos 2 u 2 — &en z u 2 ) 


, By , , ay . / dvi ày 2 \ / By^ dy 2 \ 

(6) dy — —=- dui 4 ■— du 2 — —-- ei 4 -— e* du x 4 -e t 4-e 2 du 2 

a«i 1 3u2 1 Òu x 2 j \du 2 Bu % 1 j 

— (2^8! 4 (3 u 2 cos u 2 )e 2 ) du x 4 u\ sen u 2 (2 cos 2 u 2 — sou 2 « 2 )e 2 du 2 


7.23. Si y = f(x) y w = g(y) son aplicaciones de E en E, derivables, demostrar que el 
jacòbiano de la aplicación compuesta w - h(x) = g(f(x)) y x es el producto dei jaco- 
biano de g en f(x) por el jacobiano de f en x, es decir, 

d(wi - - - Wn) __ ê(wi - - - w n ) d(yi — - y n ) 

Ô(^Xl ■ ’ * í^n) ^{yi " * ' í/n) d(ií?l * * * Xn) 

Recordemos que el determinante de un producto de matrices es el producto de los determinan¬ 
tes de las matrices factores, es decir, sí (c^) = (otij) ( 6 íj), entonces det (c^j) ™ det (a^) det (í^), 

f Bw A fdw^/dyÁ 

Como Ia matriz jacobiana de Ia función compuesta w = h(x) es --) = —— )( —— ). se deduce 

fdwA /a.A /a tf A W \*i/\**J 

que det^-^j -J = det\ 77 - J det[ J, lo cual proporciona el resultado buscado. 


\*i 


Bx 


7.24, Sea y = f(x) una aplicación de clase C 1 de E 2 en E 3 t tal que el rango de df sea igual 
a 2 para todo valor de x, y sea x = x(í) una curva regular de clase C 1 en Demos¬ 
trar que 


(a) 

<*) 


y = í(x(t)) es una curva regular de clase C 1 en 


dy 

2 


2 /d*iV . 2 / 3y 3y \ d*i d *2 


dt 


3*i 

\ dt / \3*i 3 * 2 / dt dt 

ÔX2 



2 


(a) 


)el teorema 7.10 se deduce que y = f(x(t)) pertenece a C l y que 
dy _ da?i Qy dx 2 _ 
dt Bx 1 dt dx<, dt àx/dt 


f 


Falta demostrar que dy /dt ^ 0, Como él rango de df es igual a 2 s segun el teorema 7*2(1)^ se 
conduye que en todo t Ia funcidn lineal D y f de v es inyectiva. Por tanto, como es dxfdt ^ 0 , 
entonces, dy /dt = ^ 0 ♦ 


(ò) Desarroliando la expresidn dada, se tiene 

I dy | 2 _ ídy w ãy\ __ f By ^ x i By_ a / dy_ + ^y_ d& 2 \ 

I dt \ ~ dt J — ( dx 1 dt òx 2 dt J dt dx 2 dt J 
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\dx x Bx 

lo cual proporciona el resultado buscado. 


-V4i\ 2 , 2 fSy_ t 3y\dXi^i f dy_ , 3y\f d *2\ 2 

ij\^dt J Bx 2 J dt dt \^2 Sx 2 /\ dt J 


7.25. Demostrar el teorema 7.10, a saber: Si f es derivable en x, y g es derivable en f(x), 
entonces la función compuesta h = g ° f es derivable en x y su diferencial H x = 
Mffx) °L, en donde L* es la diferencial de f en x y Mm es la diferencial de g en f(x). 

Es menestcr demostrar que 

h(x + v) - h(x) + 0 L x )(v) + R(x,v) 

* Ríx v) 

en donde lírti \ * ' = O, o, Io que es igual, 
t-+o jv) 

g(f(x + v)) ~ g(f(x)) + M {(1 ) (L x (v)) + R(x,v) 

R(x v) 

en donde lim * ■■■ = 0. Ahora, bien, como f es derivable en x, entonces, 
v-+o |v] 

f(x 4 v) = f(x) 4 L^{v) 4 Rj(x, v) 

en donde lim = 0 . Además, como g es derivable en f(x), se tiene 


v-*ü |v[ 


g(f(x)4ti) = g{f(x)) 4 M„ ¥) (u).+ it 2 (f(x),u) 


1 , Ra(f(x), u) A _ . 

en donde Iam - = 0. Supongamos ahora que 

ü-+o |u| 

u = f(x 4v) “ f(x) = L^v} 4 Rj(x, v) 

Entonces, sustituyendo en lo anterior y utilizando el hecho de que M es lineal, tendremos que 
g(f(x4 v)) = g(f(x)) 4 4 BiCx, v)) 4 R £ (f(x) ( u) 

= g(f(x)J 4 M ffx) (L x (v)) 4 4 B,(f(x) ( n) 

En esta forma, sblo falta demostrar que 

4 R 2 (f(x),u) 


lim 

v^0 


= 0 


Del problema 7.18 se deduce que existe una constante K tal que 

l M f(*)( K i( x > v ) + Rs(f(*).»))l - íf |Ri(x, v) + Bj(f (x), ii)| - í!jRi(x,v)i + lí ]*,(*(*)> n)[ 

|R,(x, v)j 

Pero, lim —= 0, pues f es derivable en x. Por otra parte, R a (f(x),u) =0 cuando u = 0 , 
T-»0 fv 


y, en los de más casos. 


|R 2 (f(x),u)| |R,(((x:).v)| íul 


Àhora, bien 


ju I _ |L,(v) + Rj(x, v)| 
|v| ~ [vi 


con el problema 7.18 y porque el Hm . . 

í -*0 |v| 

u —> 0 cuando v —> 0 y como — es acotado y el lim 

] v| 

entonces 


es acotado cuando v pertenece a un entorno de 0 , de acuerdo 
Ri(x,v)[ 


= 0 ^ por ser f derivable en x. Como quiera que 

|R2(fW>“)! 


|R 2 {f(x),u)j 

hm-- = hm 

Y- 4 Ü V u -*0 


l«l 

|R 2 (f(x),«)j 

M 


— 0 por ser g derivable en f(x). 


= 0 


Reuniendo todo lo anterior, se conduye que 

M t(I ,(R 1 (x,v)) 4- R>(f{x),u) 


lim , , 

v-,0 V 


con lo cual queda demostrado el teorema. 


FUNCIONES DE CLASE C*. TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA 

7.26, Hallar las siguientes derivadas de la función f{x) = (x^ + xl)gi + Xie x >g 2 + x 2 e x ‘g 3 
en el punto x 0 = ei — e 2 : (a) 3 2 f/fla:i 3*2, (6) õH/dx] dxa, (c) Di 0 u 0 f en las direccio- 
nes de u 0 = (ei + e 2 ) y de v 0 = (ei — 2e 2 ). 
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(*> 

( 6 ) 

W 


9*í 


9*! dX 2 




a 2 f 

dx l dx 2 


(Xo) 


D* f(x) 


3x* 

3H 


üí_ = = e*ig 3 , 

;f 9* a 9*, ^*, 9 * 2 / 


« _, Kg + e Sa 
flSf 


, a a (*«) = «*3 

darj dx 2 




a2f d 2 f 

*£*£<«.*.+***.) + 


= (ZRi + * 2 e;e| f*)wi®i + ( e,i tf 2 + * a, fs)( w i ®2 + «a^i) + i'2g\ + x i e x tg í )u i v i 


D5 o<íq f(x 0 ) = (2 gl -eg 3 ) + («“‘Ra + fgjK-l) + (2g, + ^*>(-2) = -(2 gl + 3e"'g 2 + 2eg s ) 


7.27. Sea w = g(yi,y 2 ), yi = yi(*i, * 2 ), y 2 = y*(*i, * 2 ). Demostrar que 


Ô 2 W 

S®w 3yi dyi 

ô 2 w 

r By 2 ôyi dyi 

3ga] 

ÕXi ôx s 

dyj àX\ dXz 

' Syidy 2 

|_5afi ôx 2 + 3*i 

3a:gJ 


4 

ôV dy 2 dy 2 

Syl dX\ dXi 

3w dPyi 3w d 2 y 2 

dyi 0x\ - dy% ôXi òx% 


ÕW __ 

9w foi 

3w 9 Vb 




9Vl d*. 

By 2 9* a 


• 3 2 w _ 

õx l õx 2 

d / 5w \ 

9*1 \9x 2 J 

_ _Ô_ 

dXi 

/ 9w foi 
\9y t 9*g 

l_ 9w fo 2 \ 
fog 9*2 j 


- 

f 9 /9wV 

[9*! \9VtJ_ 

+ 

0%2 

9w 9foj 
dVi 0xidx 2 


ày% ^ aw 
0x 2 ^~ dy 2 


r3 2 w d yt 

Ô 2 W 

foii foi + 

9w ô2 Vl 



I3y\ 9*i 

foa By , 

dx t ] dx 2 

Òy x dx t 3x 2 



ds* ÒX 2 


que es el resultado deseado* 


r 5 2 w foi 9 ^w foal + 9w_ 9fo 2 
íasj ^1 dx 2 ^2 ^ 1^2 


Demostrar que la función 

f(x) = (e Xí cos x*)ei + {e Tl sena^es 

cumple las condiciones dei teorema de" la función inversa en E 2 y pero, no es rnyectiva 


en£ 2 . 

Es evidente que f es de claae Cl en £ 2 . Además, 

. /e r i cos a? 2 — e x i 1 

J{ f)(x) = det ( 2 

\e x isenx 2 

para todo valor de x, Como es f{x 4 - 2*e s ) = f(x), entonces Ia función no es inyectiva en E%* 


r i senzA 
*i cos x 2 J 


e 2 *i ^ 0 


7.29* Supongamos que la aplicación y ± = x 2 ), y% = fzfau £ 2 ) cumpla la condición dei 

teorema de la función inversa y que la aplicación inversa venga dada por X\ = í\(yi, y 3 ), 
*2 = FiiyuVi)- Si J = d(fif 2 )/d(x u x 2 ), demostrar que 

§F\ = ldh ôFi _ 1 a/2 ,ÔF\ = _1 5/i 3F 2 _ 1 9/t 

3yi ~ / 3íCa' 3yi J õxi’ 3y 2 J èx 2 dyt J dxi 

De acuerdo con la regia de la cadena, se tiene 
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foi 

foj 

foi 

dy% 




Bfl dF ] 3/i BF 2 

9* 1 foj dx 2 fot 

9/1 9F) 9/, SF 2 

dx t ôy 2 ^ Bx s By% 


0 = = 9 -à dFl | B Jí 3F<2 

foi 9*J agj 5*2 5j/! 

I _ Ü» _ £/i 

fog 9*! 3 i »2 + 9*2 fos 


Despejamos BF y BF 2 /dy-, en las eouaciones primera y tercera y obtenemos 

a*2 


9F, 

foi 




19/2 

3F 2 

det 

/ 6*1 1 

^ 0 

\ 9*1 / 

j 9 * 2 ’ 

By 1 

det 

]*h Vi 1 

3x 2 

0/2 of 2 




V^i 0x % j 


1 Wi 

J 5*| 


Análogamente, se procede para BF l iBy 2 y af 2 /Sy 2 , con lo cual se completa el problema. 


Problemas propuestos 

7*30. Demostrar que y = cos^iffi + senxig 2 + *^3 aplica Ia semi-faja 0 ^ x x < 2x, < *3 < « 

biyectivamente sobre el cilindro circular de radio igual a 1 y eje en 

7.31* Demostrar que y = senh^j senx 2 gi + senhxj cosx 2 g 2 + senhxigj aplica Ia semi*faja ^ 0 , 
0 < x 2 < 2 tz sobre un cono circular que tiene como eje el y 3 . 

7.32. Demostrar que el rango de Ia aplicación lineal 


JVi = 2*1 + *2 - H* y* “ “ *2 - 2 *a, y$ - Sx x + Sx 2 

es igual a 2 y determinar el plano sobre el cual se aplica el 

7*33. Demostrar el teorema 7.1(ii), a saber: Una aplicación lineal f de ^3 aplica JEa sobre un plano de ^3 
si y sólo si el rango de f es igual a 2 * 

7.34. Demostrar el teorema 7.2 {ii), a saber: Una aplicación lineal f de en E3 aplica E% sobre una recta 
de £3 st y sólo si el rango de f es igual a 1* 

7*36. Demostrar que f(x) = 
es continua en x - 0. 

7.36. Si f es una función lineal de x r demostrar que existe un M > O tal que |f(x) | < JW|x[ para todo 
valor de x. 

7.37+ Demostrar que si f y g son continuas en x, tambión f + g es continua en x+ 

7.38. Demostrar que, si f es continua en un conjunto compacto V f existe un M ^ 0 tal que |f(x)l ^ M 

si x está en V* 

7.39. Demostrar que el lim f(x) = L si y sólo si Kmft(x) = L^í = 1,..., m t donde £ = f\gi + * v* + 

" fmgm y L - i^lgl + * ‘ * + £mg m - 

7.40+ Demostrar que, si el lim f(x) - L y lim g(x) = M, entonces és lim f(x}*g(x) = L-M. 

7.41. Demostrar que, si f es una función lineal en E, entonces es continua en E, 


f xi sen 1 fx 2 + x 2 sen 1 fx\, si * 1*3 ^ 0 
\ 0 , si Xi *2 — 0 
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[ CAP. 7 


7,42* Hallar la derivada de f(x) = xix 2 ei + (x 2 + x 2 )*2 dirección de u<j - («1 — ea) / \/5 en xq = 

Cl + ca- jRêb/j* 0 

7,43* Determinar: {a) eTconjunto de los puntos (jq, * 2 ) en donde f{x) = (x 2 + aí|) _le i + (s* — x\)~ x ^ 
es continuam ente derivable*. y (6) el jacobiano de f* 

Besp. (a) x l ^±x it (b) -%x x x % (x\ + x\)~*{x{ - x\)~ z 

7,44, Determinar el conjunto de los puntos (x\, X 2 > x $) para los cuales el rango de’ 

f(x) = (xisen^ 2 CosJf 3 )ei + (jq sen x 2 sen jq)e 2 d- (*1 coa * 2)^3 
es igual a 3. Besp. x\ senx 2 ^ Q 

7*45. Hallar Ia ecuación dei plano tangente a la superfície de EA definida por 

y = {x\ -i-aclJej - x x x\e 2 + x 2 x\e 2 
en el punto que corresponde a - ei + e 2 < 

Resp. yi = 2 + 2u\ + 2v2, y 2 ~ — 1 - ui — 2 í>2» ^3 = 1 + 2iq -3- V 2 

7*46, Demostrar que el jacobiano de una función f, definida en E$ t víene dado por el siguieríte triple 
producto 

_ fiLJLiLl 

1 IdXi Bx % dx 2 ] 

7*47. Demostrar que, sí f y g son derivables en x, entonces, 

(a) ' f H- g es derivable en x y d(f + g) = dt + dg, 

(b) f X g es derivable en x y d(f X g) = (dt) X g 4- f X dg, 

f»l = »I + y, + *í . ÍVl = *1*2*3 ÔÍUW-s) 

7.48. Sean J w 2 = y,y 2 y ^ V 2 = Determinar ^ ^ 

[wj - V 1 V 3 Ua = « Ia 1 

Resp. x l x^«ge x i +x i( L x l x 2 x a — e r s — e*>) 

7.49. Hallar las siguientes derivadas de f(x) = (*i + *a)^ei + ■*! sen *262 en xo = ®i + * 62 : 

(6) dS>%' w *W; U 0 = (e 1 + 2 e 2 ) y v 0 = (e, - e 2 ) 

JResp* (a) 2 ei - e 2t (b) 0 , (c) - 62 . 

7*50, Si w = {$1 + + y y = X\x\*x + x\x& 2J hallar: d 2 < iv/èx 1 Bx 2 ,' utilizando la regia de la 

cadena* Resp. ( 2 x 2 - l r 2 x l }e 1 + e^i + va [(a^ H- 2 x t x 2 )(x 2 -F 2 x 1 z 2 ) + (2x 2 -f 2 íq)]e 2 

7.51, Demostràr que f(x) = (x\ — x\)e x + X x x 2 e^ cumple las condiciones dei teorema de la función 
inversa para todo valor de x, excepto çara x = 0 , pero no es inyectiva en este conjunto* 

7,52- Demostrar que la función 

_ X \ X 2 x 3 

ffr) — 1 -|- ajj -f x 2 + + 1 d* X! -f x 2 + x 3 + 1 -K^ -E- x 2 4- ^3 

cumple las condiciones dei teorema de la función inversa para todos los valores de x en £3 en los 

cuales . 1 -b xi -f x 2 + ^3 ^ 0, Demostrar que f es inyectiva donde esté definida, y hallar f"l{x) en 
forma explícita* 

a?i x 2 x* 

Resp. - - - g t + T" Z " «""_ ' r""V g 8 + i ^ “íz 

1 3^1 X 2 ^ Xq 1 X± X 2 X% 1 Xx X% X$ 

7*53. Demostrar que si f cumple las condiciones dei teorema de la función inversa en un conjunto abierto 
V" de £, entonces </(f" 1 )í/(f) = l t en donde f sea inyectiva, 

7*54. Hallar los tres primeros términos dei desarrollo de t(x) = (xisen^ej -h (* 2 Cosxi)e 2 alrededor de 
Resp. íre 2 + e 2 (x 2 — v) — — *i x t ( x 2 ~ 


xo = xe 2 . 


Capítulo 8 


Concépto de superfície 


REPRE SENTACIONES PARAMÉTRICAS REGULARES 

Intuitivamente consideramos una superfície como un conjunto de puntos dei espacio 
que semeja una porción de plano en la vecindad de cada uno de ellos. Esto ocurrirá cuando 
la superfície sea la imagen de una aplicación suficientemente regular de un conjunto de puntos 
dei plano en puntos de E 3 . Como lo que necesitamos es aplicar a la superfície los métodos dei 
cálculo, supondremos que la aplicación es, por lo menos, de clase C l . Además, para cerciorar- 
nos de que la superfície tiene en cada punto un plano tangente, supondremos que, en todo 
punto, el rango de la matriz jacobiana de la aplicación es dos^ En esta forma, llegamos a la 
siguiente ffèfínicíón: 

Una representación paramétrica regular de clase C m (m ^ 1) de un conjunto de puntos S 
de E s es una aplicación x = f(u, v) de un conjunto abierto U dei plano uv sobre S, tal que 

(i) f es de clase Ç™ en U. 

(ii) Si (ei, e 2 , e 3 ) es una base de E 3 y f(u, v ) = fi (u, t>)ei + ^(u, f)e 2 4- fi{u, v)e s , enton- 

ces, para todo (u, v) de U, es el 

/Êà Êã\ 

du dv 1 

ÊÍl = 2 

du dv 
Sfs dfz 

dU dV 

Recordemos que f es de clase C m en U si todas las derivadas par.ciales. de f de orden m, 
o menor, son continuas en U. Recordemos, además, que el rango de una matriz es el orden 
dei menor, no-nulo, más grande de la matriz. De esta suerte, el rango de la matriz anterior 
es 2 si y sólo si por lo menos uno de los tres menores de orden 2X2 de la matriz es diferente 
de cero. 

Al igual que en el caso de las curvas, en el de las superfícies a las variables u y d se las 
denomina parâmetros. Además, denotaremos una representación paramétrica mediante la 
expresión x = x(u, v), y sus derivadas parciales, con los siguientes símbolos 


rango de 


dx _ dx _ d 2 x __ d a x , 

*“ ~ du’ Xo “ dv’ x ““ “ du 3 ’ x “" “ dvôu’ etc ‘ 

Obsérvese que, hablando en sentido estricto, una representación paramétrica dei tipo x = 
x(u, v ) es una aplicación. Sin embargo, a veces hablaremos un poco vagamente, e identifica¬ 
remos la aplicación con su imagen, que es un conjunto de puntos de E 3 . Por ejemplo, podre- 
mps decir que P es un punto de la representación paramétrica x = x(«, w) cuando P sea un 
punto de la imagen de x = x(u, d), o que la representación paramétrica x = x(u, f) está 
contenida en un conjunto de puntos S en E 3 cuando la imagen de x = x(u, v) sea un sub¬ 
conjunto de iS. 
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CONCEPTO DE SUPERFÍCIE. 


[CAP. 8 


Supongamos ahora que x - x(w, o) es una representaçión paramétrica regular de S, 
definida en U, como se muestra en la figura 8-1. Obsérvese que la imagen de la recta coorde¬ 
nada v — Vo mU será una curva x = x(«, i> 0 ) de S, á lo largo de la cual u es un parâmetro. 
Esta curva recibe el nombre de curva v - vo, de parâmetro u. Análogamente, la imagen de 
la recta coordenada u = u 0 es la curva x = x(u 0 , u) de S, que se denomina curva u — u 0 , 
de parâmetro v. De esta suerte, la representaçión paramétrica cubre a S con dos famílias de 
curvas, que constituyen la imagen de las reçtas coordenadas v = constante y « = constante. 



t 


Hg. 8-1 


Recordemos, además, que x a {uo, v 0 ) es la derivada de x en (u 0 , uo) y en la direccidn dei 
eje u. En consecuencia, x u (u 0 , v<>) es un vector tangente en x(u Q , fo) a la curva de parâmetro u, 
en el sentido dei crecimiento de u. Análogamente, x, (u 0 , i>o) es un vector tangente en x(uo, Vo) 
a la curva dç parâmetro v, en el sentido dei crecimiento de v. 


Por tfltimo, observemos que las tres componentes dei producto vectorial 


Xu X Xu 


det 


ei 

ea 



dXi 

dXi \ 

du 

dV ' 

âXt 

dx% 

9u 

dv 

dxs 

dXa 

dU 

dv f 


'. ôZj dXs _ dXs\ /dX» dXi _ dXi 3aça\ / fliCi dXi _ §X2 

k du ÕV du dv ) ®* \ÕU õv du dvj * ! \ÔW dv du âv/® 8 


difieren de los menores de orden 2 X 2 de la matriz jacobiana de x a lo sumo en un signo. 
Por tanto, el rango de la matriz jacobiana de x es dos si y sdlo si x„ X x, 0. De esta suer¬ 
te, una aplicación x = x(u, i>) de un conjunto abierto U sobre S es una representaçión 
paramétrica regular de clase C m de S si y sdlo si 


(i) x pertenece a la clase C m (m ^ 1) de U. 

(ii) x„ X Xu s* 0, para todo (w, i>) en E7. 

Ejemplo 8.1. 

(a) La ecuación 

x - (i* 4- u)ei 4- (« — v )*2 + (w 2 + tí 2 )e 3 

/ define una aplicación dei plano iw sobre el parabo¬ 
loide elíptico 4- x|) que se muestra en la 

figura S-2, Es evidente que x tiene derivadas parcia- 
les continuas de todoe los órdenes* Además, para 
todo (u, v) es 



hi 

1 

i\ 

l*u x *ul : = 

det ! e. 

1 

- 1 


V*3 

2u 

2v{ 


= [4 + 8 ( u 2 4 - v 2 )] 1 ^ 2 * 0 



Fíg.8-2 
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As!, pues, x es una representacidn paramétrica regular de clase C 00 dei paraboloide* Al eliminar u en las 
componentes xj — u 4- co, x 2 — u — uo> encontramos que la curva u = de parâmetro u t es Ia 
intersección dei paraboloide con el plano vertical xi — = 2uo. Análogaxnente, la curva u — iíq> 

de parâmetro y, es Ia Intersección dei paraboloide con el plano vertical x\ 4- x 3 = 2 uq. 

(6) Recordemos que (véase el problema 7,1 de la página 146) 

X = (cos fl sen 4- (sen 0 sen £)e 3 4- (cos 

define una aplicación dei plano sobre la esfera unidad, |x| = 4- =1, También en este 

caso, x tiene derivadas parciales de todos los órdenes. Sin embargo, es de observar que la aplicación no 
es regular a todolo largo de las rectas coordenadas $ = ±m t n = 0,1 ,.,., en donde 

( «i — senfl sen^ cose cos^ 
e 2 cosfl sen0 sen* cos^ 

«3 0 “ sen# 

= ](— cos Psen^Jej — (sen* sen 2 ^)e 2 — (sen^ cos^)e 3 [ = |sen 0 | = 0 

Si Ia aplicación se restringe a Ia faja infinita —« será una representaçión 

paramétrica regular de clase C® de la esfera agujereada en los polos norte y sur, como se muestra en la 
figura 8-3, 




La família de curvas *|> = óo> de parâmetro 6, recibe el nombre de paralelos de latitud, y son las 
intersecciones de la esfera con la familia de planos horizontales x 3 — cos <J>o* La família de curvas ft = 
de parâmetro <Jj* w Ilama meridianos de longitud* Y son las intersecciones de la esfera con la familia de 
planos que pasan por el eje x$ r xj sen Oq, - cos Oq — 0 , Obsérvese que los paralelos de latitud y los 
meridianos de longitud se cortan en ângulos rectos, pues 

X 0 * X£ = ((— sen 0 sen <j>)ei 4“ (cos 6 sen <b)- ((cos fl cos + (sen 0 cos — (sen ^)e 3 ) = 0 

(c) Se Ilama cilindro a una superficie engendrada por una recta L que se mueve, conservándose paralela a 
aí misma, a lo largo de una curva C. Como puede verse en Ia figura 8-4, si C está dada por y ^ y(a), 
y g es un vector unidad en la dirección de L, entonces el cilindro viene representado por x — ,y(u) 4~ 
yg. Es evidente que x es una representaçión regular de clase C m si y es de clase C m y x u X x b = y' X 
í ^ ® para todo u* Las curvas de parâmetro u son traslaciones de C en la dirección de g. Las curvas 
de parâmetro v son copias de L y reciben el nombre de generatr ices "dei cilindro- 

/ 
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CARTAS LOCALES 

Supongamos que x = x(u, i>) sea una representaciòn paramétrica regular de clase C m 
de S, definida en U, oomo se muestra en la figura 8-5, y que 6 = 0(u, v), 4> = 4>(w, d) sea 
una aplicaciòn de clase C m de U en el plano 64>, tal que en cada (u, v) el jacobiano fl(0, 40/ 
d(u,v) ^0. Ahora, bien, en general, tal aplicaciòn, 6 = 6(u, u),4> = §(u, v), no es inyec- 
tiva. Sin embargo, dei teorema de la función inversa se infiere que esto es lo que ocurre, al 
menos localmente. Es decir, para cada (u 0 , i>o) eu U existirá un conjunto abierto W que eon- 
tenga a (« 0 , a 0 ) y tal que 0 = 0(u, v), 4> = 4>(“> v) aplique a W inyectiva y sobreyectiva- 
mente en un conjunto abierto W* de tal suerte que su inversa, « = u(0, 40> u = v(0, 4»), 
sea de clase C m en W*. Consideremos, ahora, la aplicaciòn compuesta, x — x*(0, 40 = 
x(u(8,4>), v(0,4>)) de W* en S. De acuerdo con la regia de la cadena, x*(0,4O es de clase C". 
Además, 

*f x»; - (v ( +vJ x (v*+Vt) = (*, x s, 




pues x B X x, 0 y el jacobiano 


õ(u, v) 


ra(M)1 

L d(u, v)] 


$ 4 
-I 


¥* 0. Así, pues, x = x*(6, 4>) 


una representaciòn paramétrica regular de clase C m ; pero, es necesario observar que lo es 
únicamente de una parte de S. Como resultaria excesivo restringimos a considerar únicamente 
los câmbios de parâmetro « = u(0, 4>), u = i>(0, 40 que son inyectivos en la totalidad de U, 
nos vemos precisados a definir una superficie por medio de una colección de tales representa- 
ciones parciales de la misma, en vez de hacerlo por una única representaciún de la superficie 
total. Damos, pues, la siguiente definiçiún 

Se llama carta local de clase C m (m ^ 1) en S, a una aplicaciòn de un conjunto abierto 
U en S tal que 

(i) x sea de clase C m en U, 

(ii) x B X x, 7 * 0, para todo (u, v) de U. 

(iii) x sea inyectiva y bicontinua sobre U. 

De esta suerte, una c arta local es una representaciún paramétrica regular de una parte de S, 
que es inyectiva y bicontinua. 


/ 


a -y 



V: 


y 

st- 

\ v y 

-► U 


v - u(* p $) 
v = 

e — í(u,r) 
^ v) 


! j \ 

Í: /' J \ 

W7 ; 

/ 

\ y 


Ejemplo 8.2 

(o) - 


8*5 


& 


■/. 






x = ««( + ve 2 + Vl — (« 8 + v a )e a , ' + v* < 1 

define una aplicaciòn dei diaco unidad u 2 + v 2 < 1 sobre la semi-esfera superior de ía esfera unidad 
|ae| = 1. Es evidente que x es de clase C 00 . Además, 


tf) 


!*« x *ui = 


[1 - <«* + v*)]*'** 1 + 51 - + 

para todo (u ,»). Así, pues^as una representaciún paramétrica . regular de clase de laflcmí-esfera. 
La aplicacfón es inyectiva; en efecto, x(u, u) = x(w', v f ) implica que («, i>) - v f ) r pues xi = u y 
x%. = u* La aplicaciòn es, además, bicontinua; pues evidentemente, x es continua y la aplicaciòn inversa. 


c 3 


= [1 + {u 2 4- v 2 )]~ 1/2 ¥* 0 


u. [!~) 
U 








U) 
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que es la proyecciòn u — v = ea continua. D&esta suerte, pues, la aplicaciòn es una carta local 
de clase C 00 sobre la esfera. - • • • — 


(ò) Consideremos el cilindro, engendrado por una recta 
vertical que se mueve a lo largo de la curva dei 
plano X\X 2 cuya ecuaciòn polar es r = sen 26 para 
valores de 0 en el intervalo 0 < 0 < 3«/4, como 
se muestra en la figura 8-6. Obsérvese que el cilin¬ 
dro no se corta a sí mismo, en absoluto, pues be- 
mos excluído el extremo 6=0. Fácilmente se 
verifica que 

x = (sen 26 cos fl)e! + (sen 26 sen 6)ea + ue$ 

(0 < 6 < 3*/4, — ao < Et < m), es una represen- 
taciòn paramétrica regular de clase C 50 dei cilindro. 
Esta representaciòn es inyectiva. Pero, la^ aplica¬ 
ciòn inversa nq es continua, pues cualquier entorno 
de un punto dei eje Jtj, vale decir, donde 6 = %/2 t 
incluirá puntoa dei cilindro próximos al Borde, 
Así,' pues, esta representaciòn no es una 
carta Joeal sobre el cilindro. La restricciòn de 
x a: (a) 0 < 6 < x/2, — < u < oo, y, (i) 

—« < w < «, define dos cartas 
locales que cubren el cilindro. 



. 


00 

" H- 


:^-í 


-7 V 5 rlL} 
V - 






Fig. 8-6 




fM 


- <&?!**& J.:.' 






En el problema 8.7 demostraremos que las funciones de la forma x = uei + we, + 
f(u, y)e 3 , o x = uei + f(u, v)e 2 + ve 3 , o x = f(u, y)ej + ue 2 + ve 3 definen cartas locales 
de clase C m simplemente si /(«, d) es una función de clase C m . Estas cartas se denominan cqr- 
tas de. Monge y son muy útiles en el estúdio de las superfícies. Demostraremos que, si es posi- 
ble representar un conjunto S mediante una representaciòn paramétrica de clase C m , entonces, 
por cada P 0 pertenecièhte a S, existirá una carta de Monge de clase C m que pertenezca a S 
y còntenga a x(u, uná representaciòn paramétrica regular de 

clas'e C m de S, definida en U, y (u 0 , v 0 ) es un punto perteneciente a U que se aplica en Po, 
como se muestra en la figura 8-7. Como quiera que x(u, d) es regular, entonces, por lo menos 
uno de los menores de orden 2 X 2 dela matriz jacobiana de x es diferente de cero en («<* v a ). 
Sin perder generalidad, podremos suponer que 


det f 


ÔXi 

dXi 

èU 

ÔV 

ÔXí 

dXz 

l du 

dv , 


# 0 


en (u 0 ,vo). Consideremos, ahora, la aplicaciòn *i = *i(u, d), x 2 = x 2 (u, v) de U en el plano 
XiXz definida por las dos primeras componentes de x. Es evidente que esta aplicaciòn es de 
clase C m en U, pues x es de clase C m en U. Además, su jacobiano, que es el determinante 
precedente, es diferente de cero en algún entorno de («o» Vo) pues es continuo y diferente de 


/ \ • | 
" —f 


i 


\ u 
\ 



Kg. 8-7 
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cero en (u„, i> 0 ). Y, entonces, de acuerdo con el teorema de la función inversa, se deduce que 
existirá un conjunto abierto W de 17, que contenga a (tt 0 , Vo), en el que la aplicación sea in- 
yectiva y tenga una función inversa u = u(x i, x t ), v — v(Xi, * 2 ), de clase C m en un conjunto 
abierto W* dei plano * 1 * 2 . Pero, en ese caso, la aplicación eompuesta de W* en S, a saber 

x = Xi{u(x i ,X 2 ),v(xi,Xi))et + xi{u{x\, Xt), v{%i, * 2 ))e 2 + x i {u{xi,x i ),v{xi,xi))ei 

“ Xiei + íBaej + %s(v-(Xl, Xz), v(Xi, SÇaJJes 

es una carta de Monge de clase C m de E, "definida en W*, cuya imagen contiene a Po. Tenemos 
así el 

Teorema 8.1. Si un conjunto S de E 3 tiene una representadón paramétrica regular de 
clase C m , entonces para cada punto P de S existe una carts, de Monge de 
clase C m en S que contenga a P. 


DEFINICION DE SUPERFÍCIE SIMPLE 

Sea S un conjunto de puntos de E 3 para el 
cual exista una colección ® de cartas locales de 
clase C m (m > 1) en S, que cumpla las siguien- 
tes condiciones 

(i) <B cubre a S, es decir, por cada punto P de 
S existe una carta local x = x(u, o) en ® 
que contiene a P. 

(ii) Toda carta local x = x(u, a) es la inter- 
sección de ün conjunto abierto O de E 3 con 
S, tal como se muestra en la figura 8-8. 

Entonces, S juntamente con la totalidad de las cartas locales de clase C m de S, es una 
superfície simple de clase C m en E 3 . 

Un conjunto de cartas de S que satisfaga las condiciones (i) y (ii) anteriores, recibe 
el nombré de base, o representadón de S mediante cartas locales. De esta suerte, si es- posible 
hallar una base de clase C m para ün conjunto de puntos S en E 3 , entonces-S, junto con el 
conjunto de todas las cartas de clase C m de S, es una superfície simple de clase C m . 

Obsèrvese que no es extrano refêrirse al propio conjunto de puntos S como a la superfície 
misma. Sin embargo, estrictamente hablando, la superfície está formada por S y por todas 
las cartas de la clase dada en S. 

Como quiera que una función de clase C m es tambiln de clase O para j < m, entonces, 
una base de clase C m será a su vez de clase C J , j < m. De esta suerte, una superfície de clase 
C m se puede extender siempre a una superfície simple de clase O, j ^ m, agregando todas, las 
cartas locales de clase O. 

Ejetnplo 8.3. 

(a) La semi-esfera superior íexsluyendp. el ecuador) de Ia esfera *? + *| + tf® = 1 es una superfície simple 
de clase C", pues podemos tomar como base la carta de Monge de clase C x , definida por 

x = a^e, + asg«2 + Vl- — «jj e», *í + *2 < 1 

que cubre la semi-esfera y que es la interseccián de és ta con el propio conjunto abierto E3. 
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(è} Una superfície simple no tien e con torno. Por ejemplo, 
la semi-esfera superior de xf + z% -r — 1, inclu- 
yendo el ecuador, no es una superfície simple. En 
efecto, supongamos lo contrario, y sea P(*i , 0) 

un punto dei ecuador y x = x(u, r) una carta en la 
semi-esfera que contiene a P. Como es una represen- 

tación regular que contiene a P, se deduce dei .. 

rema prévio que existejana carta de Monge, que_con- 
f tiene_a_P, de la forma 

âr x - ap 1 c l + + Vl — aef — ae| e 3 

y que est£.definida sobre un conjunto a^ie^tq W dei 
plano xix 2 í en donde es acj — 1 para 
perteneciente a W t como se múestra en la figura 8-9. 

Pero, cada entorno dei punto x 2t 0) en W con^je 
Jbsene puntos que no están en W f lo que es imposible, 
pues W es abierto. 

(c) En cambio, la esfera^çompleta es una superfície símplfe..de^claa& C 00 . 
seis siguientes cartas de Monge ^ 

: = XiPi VT 



x = =£ yfl-x\ -x\ e 3í 


Fig* 8-9 

Como base, podemos tomar las 


» 3 e 2 + 


x ~ ± \/l — aj - ^ ei + x 2 e 2 + x& 3 


Es evidente que estas semi-esferas cubren la esfera y cada una de ellas es la interseccidn de la esfera 
conun apropiado semi-espacio abierto de E 3. Por ejemplo* la carta x = *f \/l — e 3 

es la interseccidn de la esfera con el semi-espacio x$ >0. 


(d) Una superfície simple no puede cortarse a sí misma. Por 
ejemplo, consideremos el cilindro que se muestra en la 
figura 8-10 y supongamos que x = x(it* u) sea una car¬ 
ta que contenga un punto P de la interseccidn* Como 
x = x(u, u) es una aplicacidn inyectiva y bicontinua de 
un conjunto abierto dei plano, es posible que perténezca 
sólp a una porcidn de la interseccidn. Por otro lado* todo 
conjunto abierto de £3 que contenga a P*debe incluir 
puntos de ambas partes de Ia interseccidn. De esta suer¬ 
te, una carta que ^ contenga a P no puede ser inter- 
secciòn de un conjunto abierto de £3 con el cilindro. 


í 




if-P. 

^ t p 
1 / 


í 

/ 


Fig. 8-10 



Sean P un punto de una superfície simple S de clase C m ’ y x = \(u, v ) una carta local 
arbitraria de clase C m de S, definida en un conjunto abierto U y que contenga a P, como se 
muestra en la figura 8-11. Obsèrvese que la carta no es un conjunto conexo en E 3 si U no es 
conexo. Sin embargo, sean, (u, v) el punto de U que se aplica en P, y S(u, v) un entorno 
es féri co de (u, d), contenido en U. S(u, v) existe porque U es abierto. Pero, entonces la res- 
tricción de x a S(u, v ) es una carta en S de clase C m que es conexa y contiene a P. Lo anterior 
nos Ueva al 

Teorema 8.2. Por cada punto P de una superfície simple S de clase C m existe una. carta 
conexa de clase C m de S que contiene a P. 


X 



Fig.8-11 
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Supongamos, ahora, que x = 
x(u, ií) y x = x*(0, 4») 86811 dos car¬ 
tas de una superfície siraple S de 
clase C m y que tengan intersecciÓn no 
vacía G. Sean, W el conjunto dei pla¬ 
no uv -que x aplica sobreyectivamente 
en G, y W* el conjunto dei plano 04» 
que x* aplica sobreyectivamente en G, 
como sè muestra en la figura 8-12. 
Como ambas, x y x*, son inyectivas, 
existirá una trasformación paramétrica 
inyectiva, 0 = 6(u, u), 4» = 4>( u » ») 
tal que, para todo {«, t- 1 ) en W* ten- 
gamos x(w, v) = x*(8(u, i>), 4>( u > y ))* 
En el problema 8.16, demostraremos 
que W es abierto, 0 = 0(u, v), 4> — 
4>(u, v) es de clase C m y para todo 
(u, t>) el jaçobiano *9(0, £)/9(u, v) ¥* 0. 


✓ 


/ 

l 




& — B(u, v ) 

0 - <p{u t V) 


N 

\ 

\ 

I 



Fig* 8-12 


Una aplicación 0 = fl(u, a), 4> = 4>(u, a) de clase C m (m > 1} de un conjunto abierto W . 
pertenéciente al plano uv, sobre el plano 66. invectiva y tal que para todo (u, v) de W el 
jaçobiano 9(0, 4>) / 9 (u, v) ^ 0, se denomina trasformación admisible de parâmetro. Õbsérvese 
que dei teorema de la aplicación inversa se deduce directamentè que si 0 = 0(u, a), 4» = 
4>(u, a) es una trasformación admisible de parâmetro de clase C n que tenga imagen W*, 
entonces W* es abierto, la aplicación inversa u = it(6, d>), v = t>(0, 4>) es de clase C m en W*, 

y para todo (0, 4») de W* el jaçobiano * °* 0 sea > la inversa de una tras¬ 

formación coordenada admisible es otra trasformación coordenada admisible. Un resultado de 
lo anterior es el , ^ 

Teorema 8.3. En la intersección de dos cartas locales de una superfici^simple de clase C m , 
los parâmetros se relacionan mediante trasforrnacíones coordenadas admisi- 
bles de clase C m . 1 à\. 


U 2 — V 2 ©3, lí 2 + 




Ejemplo 8*4, 

Las ecuaciooes 

x = uei + ye 2 + vT 

y / A - J " 

x = (cos 8 sen ij))ej + (sen 6 sen <J))ea -i- (cos 4v e s> Ò <8 < ir, 0 < $ < * 
definen cartas locales de clase C w en Ia esfera *| + x\ + = 1. Su in¬ 

tersección es lamitad de la semi-esfera superior, como se muestra en la 
figura 8-13. A todo lo largo de ella tenemos la trasformación de pará* 
metro u = cos 8 sen £ y u = sen 6 sen 4>* donde 0 < 8 < * y 
0 < 4> < ic/2. Esta aplicación es inyectiva, de clase C", y, como 
0 < <j> < ic /2, entonces 

ô(w, v)/5(e, <f>) = sençi cos ¥> 0 

La trasformación inversa es 

^ ~ cos -1 Vl — 0 = cos -1 m/(m z + V a ) 



Fig.8-13 


en donde, u%+ v* < 1 y v > 0. 

Una propiedad que se defina en función de una base dada de una superfície puede ser o 
no ser independiente de la base particular que se escoja. Si lo es, décimos que la propiedad 
en cuestión es uná propiedad de la superfície. En particular, una propiedad local es una pro¬ 
piedad de la superfície si y sólo si es independiente de cualquier trasformación admisible de 
parâmetros. 
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PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL 


Sea x '« x(u, v) una carta de una superfície simple de clase C m y sea u = u(t), v = v(t) 
una curva regular C de clase Ç” en el plano de los parâmetros. Consideremos, ahora, la imagen 
x = y((j = x(ü(fj, _ i)(f)) de Cfsõbre la superfície. Es evidente que y(f) es una función de 
clase C m pues es una función compuesta de funciones de clase C m . Además, para todo valor 
de í, el vector tangente dy/dt ^ 0. En efecto, supongamos lo contrario. Puesto que x u X 
x, 0, para todo («, v), se colige que x a y x„ son linealmente independientes. De esta suerte, 

si ^ = x«“ + = 0 en algún f, entonces du/dt = 0 y dv/dt = 0 en t. Pero, esto es 

imposible porque C es regular, Así, pues, toda curva u = u(t), v = v(t) de clase C m en el 
plano de los parâmetros, se aplica sobreyectivamente en una curva regul ar x = y(t) = 
x(«ft), v(Jt)} de clase C m de la superfície. 


Supongamos ahora que iniciamos con una curva regular x = y(f) de clase C m de la 
superfície. Es posible que no se halle una carta local única que contenga la curva completa. 
Sin embargo, consideremos cualquier parte conexa de la curva que esté contenida en una 
carta local x « x(«, v). Como x(u, i?) es inyectiva, existe una única curva C, u — u(t), 
v = v(t) en el plano de los parâmetros, tal que y(í) = x(w(f), e((},);. Es posible demostrar 


que C también es regular y de clase C"?. De esta suerte, toda curvai regular x = y(f) de clá- 
se C m de la ^uperfície es la imagen de uíia única curva regular ü — u(t), v = i>(f) de clase 
C m en el pkno de los parâmetros de una carta x = x(w, v). . a 

/■ . ir A.ÍX ^ ' 

Ahora. bien. un vector T. no nulo. es 


tangente a ima superfície S en un punto P 
si existe una curva regular x = y(f) de S 
que pase por P y sea tal que T = dy/dt. Si 
x = x(u, v) es una carta que contiene a P, 

y x = y(í) = x(u(f), v{t)), entonces ^ = 
Xu ^ + x ”W* mo ^° ^ ue ^ as tan¬ 
gentes a la superfície en P sim linealmente 
dependientes sobre los dos vectores, x u y x B 
linealmente independientes en P, como se ve 
en la figura 8-14. 



Recordemos que x u y x„ son tangentes a las curvas de parâmetro u y de parâmetro v, 
respectivamente. Además, cada vector, no nulo, linealmente dependiente sobre x„ y x„, es el 
vector tangente dy/dt de alguna curva que pasa por P. La demostracíón de este hecho se 
deja al lector como. ejercicio.... 

El plano que pasa por P, paralelo a x u y x„ se denomina plano tangente a S en P. De lo 
anterior, se deduce que éste es independiente de la carta que contiene a P y que un vector, 
no nulo, T, es tangente a S en P si y sólo si es paralelo por P al plano tangente. Es evidente 
que el plano tangente en un punto x de una carta x = x(u, i>) viene dado por 


y = x + Ax„ -l-ftxs —< h, k < <». 


( 8 . 1 ) 


Ahora, bien, en cada punto P de la superfície hay dos vectores unitários, de sentidos 
opuestos, perpendiculares al plano tangente en P. Veremos que no siempre es posible escoger, 
en cada punto, uno de ellos de modo que varie continuamente en toda la extensión de la 
superfície. Sin embargo, en cualquier carta x = x(«, d) adoptaremos el convênio de escoger 
el que forme con x u y x, en P un sistema dextrógiro. En otras palabras, escogeremos el vector 

y ^ ^ 

N — i-“ 7 . Es evidente que N tiene la unidad de longitud y es perpendicular al plano 

|Xu X Xv| 

tangente en P, pues es perpendicular a x u y x e , y varia continuamente en toda la extensión 
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de la carta, pues x ü y x, son por lo menos de clase C° y x„ X x, ^ 0. Ei vector N recibe ei 
nombre de vector unitário normal a la superfície en P. 

Si x = x*; 8, ó) es cualquier otra carta que contiene a P, entonces, en la intersección, 


sera 


X? Xxí 


'* ~ <*■“,+*.»♦)*<*.«*+*■**) = (x u X Xt! )(U V'-U $ Vj = (X.XX,) 


ô(u, V ) 

3 ( 0 , 4 .) 


X* X X* 

de modo que: N* = t- 1 -— 


Xu X Xt» 3{u, v) / õ(u, v) 


|x M X Xuf 0(9, 


3 ( 9 , 4 .) 


= N sig 


í d ( u > v ) 




Así, pues, N* tendrá en P el mismo sentido que N si y stílo si õ(u, v)/ 3(0, <*>) > 0 en P. 


En cualquier caso, la recta perpendicular en P al plano tangente en ese punto es indepen- 
diente de la carta local y se denomina recta normal a la superfície en P. De esto se colige que 
la recta normal en x viene dada por 

T i\ ■ - C' f" )f ' y = x + AN, — oo < k < oo {8.2) 

Ejemplo 8*5* 


Cuando una circunferência gira alrededor de una recta fija de su plano, se engendra un toro, Suponga- 
mos que a circunferência se baila inicialmente en el plano * 1 * 3 , que tiene su centro en el eje x L a una distancia 
b dei origen y su radm es a (a <b). Consideremos, luego la circunferência después de que haya girado un 
angulo 0 alrededor dei eje x 3 , tal como se muestra en Ia figura 8-15* Si u es el vector que va dei origen al 
centro de la circunferência, y es r el radio vector de la circunferência, entonces, 11 - (b cos G)ei + (b sen fl)e* 

y r - (o sen 4> cos 0)ei -f- (a sen <£ sen 0)e 2 4- (a cos <t>)e 3 , donde es el ângulo que forma r con el eje xq 
De esto se deduce que 


+ a s® 1 * 4*) (coa b)e\ -f (Ha sen <t4(sen &)e 2 + (a cos $}e$ 


en donde ■ — « < 0 < ® y — » <$<*>. Es evidente que x es de clase C^\ además* 



Fig* 8-15 


x - = -- (6 H- a sen <Jj) (sen fl) ei + (Ho sen (cos 0)e 2 


y 

K, x $ I 


x.; - (a cos 4>cos0)ei + (a cos <J>sen 0 )e 2 — (a sen 4>)e 3 , 

\a(b -f a sen &((- sen <J>cos &)ei - (sen <i> senO)e 2 - (cos +)e 3 )f ® a(b + a sen 4 .) ^ 0 


para todo (O, 4»)* Así, pues, x es una representacidn paramétrica regular dei toro de clase C* * El toro es una 
superfície simple* Como base, podemos tomar un numero suficiente de partes traslapadas de la representaciòn 
precedente que sean myectivas y cubran el toro. Por ejemplo, se puede constatar fácilmente que una base 
se obtiene restnngiendo x a los tres conjuntos abiertos siguientes dei plano 04 *; (a) 0 < 0 < 2ir 0 < <f> < 2* 

(b) -= <6 < X, -* < 4> < « y (C) -(l/2)x < 0 < (3/2)=, -a/2)= < 4 < (3/2)=. Toda curva regular en 
pano de los parâmetros ( 0 , 41 ) aplicará sobrey ecti vam ente una curva regular sobre el toro. Por ejemplo 
Ias rectas coordenadas. 0 = constante se aplican en las curvas de parâmetro 4 de la superfície, queson laá 
copias de Ia circunferência que engendra el toro. Las rectas coordenadas 4 = constante se aplican en las 
curvas de parâmetro 0 de la superfície, que son las circunferências dei toro descritas por un punto fijo perte- 
neciente a la circunferência generatriz, al girar alrededor dei eje *3. Obsêrvese que x, • x* = 0. En conUcnen- 
cia, ias curvas de parâmetro, pertenecientes a la superfície, se cortan ortogonalmente. También tiene interes 
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el conoeimiento de la imagen que, sobre el toro, corresponde ala recta 0 = t, 4 ~ kt, (A = entero positivo) 
ael piano da los parâmetros* Esta es la curva 

x = (H A sen kt) (cos f)e* 4- (b + a sen At) (sen f )©2 + (cos &í)e 3 


Se trata de una hélice descrita sobre el toro y que se enrolla 
alrededor de éste exactamente h veces, como se muestra en Ia 
figura 8-16* Eí siguiente es un vector unitário normal al toro 


N = 


1*0 X 


- (sen^ cos e)& t - (sen^ sení)e 2 - (cos0)e a 


En este caso, N varia continuamente en toda la extensién de 
la superfície* Ese vector está dirigido hacia el interior dei toro, 
^ sentido opuesto al dei radio vector dé la circunferência 
generatriz, que es 

r = (a sen <fr cos 0)ei + (a sen $ sen 6)e 2 + (a cos 4>)e 3 " 



PROPXEDADES TOPOLOGICAS DE LAS SUPERFÍCIES SIMPLES 

Se dice que una superfície simplé es conexa si es conexa considerada como un conjunto de 
puntos áeE 3 , De esta suerte, S es conexa si no existen conjuntos abiertos Oi y 0 2 de E 3 que 
cubran aSy tengan con S intersecciones no vacías y disjuntas. En el problema 8.23 de la 
pagina 179 demostraremos el siguiente 

Teorema 8.4 . Si S es una superfície simple y conexa y si P y Q son puntos arbitrários de 

S, entonces existirá un arco regular que une a P y Q. De esta suerte, una 
superfície conexa es arcoconexa por medio de arcos regulares. 

Además, en el problema 8.22 demostraremos el siguiente teorema, interesante e impor- 
tante en sumo grado 

Teorema 8.5. Sean S y T superfícies simples tales que S sea cerrada, T conexa y S esté 
contenida en T. Entonces, consideradas como conjuntos de puntos de E 3 S 
es igual a T. 

De esta suerte, una superfície simple cerrada es completa, en el sentido de que no puede 
ser un subconjunto propio de una superfície simple conexa* 

Se dice que una superfície simple es compacta si es un conjunto compacto de puntos de 
Asi, pues, S es compacta si cada recubrimiento abierto de S tiene un subrecubrimiento 
imito; o, lo que es igual, S es compacta si es cerrada y acotada. De modo que una superfície 
compacta no tiene bordes a la vista. Debe ser finita en cuanto a tamano y cerrada en sí mis- 
ma, sin orifícios ni cortes, como la superfície de la esfera o la dei toro. 

„ Si , bien ,! a or i e ntabilidad es una propiedad topológica de una superfície simple y es posíble 
definiria utilizando las nociones de continuidad, etc., aqui la definiremos con base en la estruc- 
tura diferencial (cartas locales) de la superfície. A saber: Se dice que una superfície simple es 
onentable si existe una base de S tal que si x = x(u, d) y x = x*(0, 4) son dos cartas ram- 
pantes de la base, entonces en la interseccián será siempre õ(u, v)/d (0, <j>) > 0, Recordemos 
que Ias normales N y N* en un punto son iguales si y sólo si 3(u,v)/( 6, <j>) > 0. De modo^ 

que , S sera , onen table si y sólo si es posible definir sobre la superfície una normal imitaria que 
vane continuamente en toda la extensidn de la superfície* 

* , , Rabiando én términos mtmtivos, diremos que superfície orientada es la superfície orien- 
table en la que se ha individualizado uno de los dos sentidos sobre la normal, de modo que 
varie continuamente en toda la extensiÓn de la superfície. Para ser más precisos, supongamos 
que sean: S un conjunto de puntos de E 3 y f una colección de cartas locales de S de clase 
L que cumplan Ias siguientes condiciones 
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(i) Existe en 7 un conjunto de cartas locales que constituye una base de S, 

(ii) Si x ~ x(UjV) y x = x*(G, <(>) son dos cartas rampantes cualesquiera de f\ enton¬ 
ces, en la mtersección, será d(u t v)/d(O f <j>) > 0. 

(íií) T es maximaL Es decir, si a f\ se agrega una carta local de S, que no pertenezca a 
f\ entonces no se cumple la propiedad (ii)* 

El conjunto de puntos S conjuntamente con la coleccidn f constituyen una superfície simple 
orientada de clase C'\ 

Obsérvese que si una superfície simple es orientable, entonces es posible orientaria agre¬ 
gando a una base que satisfaga la eondición (ii) todas las cartas que mantengan la propiedad 
(ii) * Por otra parte, una superfície S orientable conexa se puede orientar en una de dos (y 
unicamente dos) maneras; es decir, que las cartas locales de S pertenecen a uno de los dos 
conjuntos f\ y f' 2 > cada uno de los cuales cumple las condiciones (i), (ii) y (iii) precedentes, 
La demostración de este resultado se deja como ejercieio al lector. 

Por ultimo, hacemos la siguiente definicidn: Superfície elemental es una superfície simple 
para la cual existe una base formada por una carta local única. De esta definicidn se infiere 
que una superfície elemental es homeomdrfica con un conjunto abierto en el plano y es, ade¬ 
rnas, orientable, 

Ejemplo 8*6, 

La esfera y el toro son ejemplos de superfícies simples, orientables, conexas y compactas. El paraboloide 
elíptico y el plano son ejemplos de superfícies elementales conexas. La cinta de Moebius, que se muestra en 
la fígura 8-17, no es orientable, La fígura indica que un vector normal al desplazarse alrededor de la super¬ 
fície, conservando su posición, puede retornar al punto de partida con sentido opuesto al inicial. 



Fíg. 8U7 

Observación. A no ser que se diga Io contrario, supondremos que nuestras superfícies son 
conexas. De este modo, cuando hablemos de “superfície de clase C m '* debe entenderse que nos 
referimos a una “superfície de clase C m simple y conexa". 


Problemas resueltos 

REPRESENTACIONES PARAMÉTRICAS REGULARES 

8,1. Demostrar que x = ue i + ve 2 + f{u> v)e 3f es una representacidn paramétrica regular 
de clase C m si f(u, v) es de clase C n \ 

x es de clase C™, pues / cs de clase C m . Adernas, 

= e! 4 f u e Zi x v - e 2 + f v e a 

y X = \-f u e\ ~ A«2 + *g! - [ft + fl 4 *; 1/2 ^ 0 


que era el resultado que se esperaba. 
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8.2, Demostrar que 

x = (a sen § cos + b (sen sen 0)e 2 + 
c(cos ç)e 3í a, b s c > 0, - oc < fi < xq o < £ < z, 
es una representacidn paramétrica regular de 


clase C'- 


2 2 2 

dei elipsoide + = 1 aguje- 

readò en (0, 0, c) y en (0, 0, — c), como se mues- 
tra en la figura 8-18. Describir las curvas de 
parâmetros G y <jí. 

*.2 . ^ *2 

—=- + võ + —^ = sen 2 0 cos 2 $ 4 sen 2 0 sen 2 & 4 cos 2 0 ™ 1 
ax 0 * c 2 



Àdemás, senfllej -r (6 sen 0 cos í)e 2 

x^ = (a cos 0 cos tf)e x 4- (6 cos 0 sentf)e 2 — (c sen 0 )e 3 

y \x 0 X x^. = !(— bõsen 2 0 cos ! — (ac sen 2 0 senfl)eo — {aò sen 0 cos 0 )e^| 

= |sen 0 | [(cfi sen 2 s + cos 2 ô)c 2 sen 2 0 -b a 2 b 2 cos 2 0] 1/2 

Podemos suponer que 0 < a £ ò < c. Entonces, 

|x e X xj >: jsen 0![ (a 2 sen 2 0 + a 2 cos 2 G)a 2 sen 2 0 -0- aí cos 2 ^ ísen 0 a 2 ^ 0 

para 0 < 0 < tc. Además, x es de clase . De modo que x es una repr&sentación paramétrica de 
clase , Las curvas de parâmetro 0 (0 - constante), son las intersecciones dei elipsoide con la 

ít? 

família de planos horizontales ^ c cos0, 0 < 0 < -z, Estas son las elipses —^ 4- — = 1 — cos 2 0, 

qA v ã 

Las curvas de parâmetro 0 [O = constante) son Ias intersecciones dei elipsoide con la familía de 
semi-planos x\ = aR cos 0, x 2 — bR sen 0, ií > 0. Tales curvas son semi-elipses. En efecto, supon- 
gamos que Ia interseccibn de uno de tales semi-planos con el plano se expresa mediante la dis¬ 
tancia t desde el origen, tomada como parâmetro. Entonces^ 

a(cos£)í- 6fsene)í . ^ ^ » i i? v « 

se?! = “—=-, — - . siendo a 2 = a 2 cos 2 â + b 2 sen 2 6 

1 d 1 d 


í 2 ; 

En consecuencia, la intersecciòn es la semi-elipse — -r - 

d 2 C 

8.3* Se denomina superfície de reuolución S a la que 
se obtiene al hacer girar una curva plana C alre¬ 
dedor de una recta L de su plano, C se denomina 
la curva generatriz o curva perfil y L el eje de S* 

Las diferentes posiciones de C se llaman meri¬ 
dianos de S y las circunferências engendradas 
por cada punto de C recibcn el nombre de para¬ 
lelos de S. 

Si x i = /(£)? *3 = git), a < t < b 7 es una 
curva regular de clase C m en plano XiX- s y f > 0, 
demostrar que x = yfit) cos 0)e 3 *f ifit) sen8)e a + 
g{t)e z , — =o < fí < x ? es una represemacidn paramétrica regular de clase C m de la 
superfície que se obtiene al hacer girar a C alrededor dei eje Demostrar, además, 
que las curvas de parâmetro í (los meridianos) y las de parâmetro G (los paralelos) se 
cortan ortogonal mente, 

Sesn ígi, g 2j g 2 ) um base que se obtiene al hacer girar la base (ei, e 2 , e^) un angulo Q alrededor 
dei eje x Zt como se puede apreciar en la figura 8-19. EI vector de posícíón de un punto de la genera¬ 
triz (perfil) x\ =* f{t), - gU) f cuando ésta se halla en el plano que contíené a gi y g%, es el x — 

f(t) g i -r gít) g 3 * Pero, gi ^ (cos ü)ei 4 (sen e)eg y gz ~ modo que x = ifu) cos 0)ei 4 

[fit] sen 6)e 2 -p git) e 2 . El x es de clase C™, pues f y g son esa clase. Además, 
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x t '= (/' eos ff)e! 4 (/'eenfl)e 2 4 g'e Zt — (—/ een*)^ 4 (/ cos fl)e 2 

y |x t Xx„| = cos $)e t - (g f f sçn$)e 2 4 f'fe z \ - f V{p') a 4 (/') 2 ^ 0 

pues / > 0 y xi — /{*)> x$ — g(t) e s regular* De esta suerte, ^ es regular y de cl ase C m . Además, 
xj»Xa = 0 y, por ello, las curvas de parâmetro t y las de parâmetro Ò se cortan ortogonalmente* 


8*4* Se da el nombre de superfície reglaãa a una superfície engendrada por una família de 
rectas de un parâmetro. El conjunto delas distintas posiciones de Ias rectas generatri- 
ces se denomina rayado de la superfície. Sean, y = y(u) una curva regular de clase 
C m y g (u) un vector, no nulo, de clase C m a todo lo largo de y = y(u). Demostrar 
que x ~ y(u) -}- ug(u) es una representación paramétrica regular de una superfície 
reglada de clase C m 5 en el supuesto de que y y g sean de clase C m y (y' + vg f ) X g ^ 0 
para todo (. u , v ). La parametrización de una superfície en la forma anterior, se deno¬ 
mina parametrización en forma reglada . La curva y = y(t) se llama curva de base o 
directriz de la parametrización. Obsérvese que el cilindro (ejemplo 8.1(c) de la página 
161) es una superfície reglada de generatrices paralelas, es decir, con g = constante. 


En Ia figura 8-20 se puede ver que un 
punto general de la superfície se representa por 
x = y{u) 4 tfg(w), siendo u un parâmetro a 
todo lo largo dei rayado de 3a superfície* Ade* 
más, x es de clase C m f pues y y g lo son; y, 
como quiera que 




= ^4 v& 
du du' 




% 


x será regular ei y sólo si, para todo (it, v ), se 
cuxnple que 

= (^ +v f) xg # 0 

que es el resultado buscado. Obsérvese que, en 
Ia representación anterior, Ias curvas de parâ¬ 
metro tf, a lo largo de las cuales u ™ constante, 
cpnstiÉuyen su propio rayado* 



8*5* \ Demostrar que el paraboloide hiperbólico 3:3 = “ x\ es una superfície doblemente 

■- reglada; es decir, se puede considerar engendrada por dos diferentes famílias de rectas. 
Hallar las representaciones paramétricas de la superfície en forma reglada y representar 
ambos rayados. 


Obsérvese que = (*1 r- * 2 )(*i + # 2 )* De este modo. Ia intersección dei plano aq — " uq 

con la superfície, es Ia recta determinada por los planos x\ — x% = uo y # 3 — «oC^l 4 * 2 )- Esto nos 
lleva a tomar xi - x 2 = u t x x 4 x 2 = v , de tal suerte que x\ = %(u 4 y), x% = — tf), y x 3 - 

iKi* Lo anterior nos proporciona la siguiente representación 

* = i(« + «)ei + i(«-ij)e 2 + mw, l i-fS. 

en la cual, Ias curvas v - constante de parâmetro ü,y las curvasu = constante de parâmetro u, 
son iíneas rectas* Así, pues, el hiperboloide es una superfície doblemente reglada* Escribiendo x como 
sigue 

x = 4 - £e 2 4 tte 3 ) - y(u) 4 rg(it) 


/ J Ót é 


U 


'/7/r- 

kÈ^C iZ0Z£^. f'- 

J 


tenemos una representación en forma reglada en la que y = ^ue L 4 o sea, la curva u = Ò 
de parâmetro u, es Ia curva de base yg - - £e 2 + we 3 ) está en Ia dirección de la curva de \J% 

^-páramet^xr^n u. De modo análogo, íX- u. 

x ~ tyve t - ^ve 2 ) + w(^e t + £e 2 + ve 3 ) 

es una representación en forma reglada en la cual y = o sea, la curva u = 0 de parâ¬ 
metro v t es Ia curva de base y g = + 4e a + r^) está en la dirección de la curva de parâmetro 

Uf en tf* ^ . J. f J 3 ^ f f 

' -RcU 4:^7'^ 9^ ^ .. f / 

4 [ ~ l-ZO-J £> - 7 =( fU- , --, 4 - > :i ■ -1 jü L.t 








t >JÇ£LC-f' $_{<-<-) ^-í .r;-:: v-í:-:*'^ 
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Se denomina cpnoide recta a. una* superfície 
reglada de rayado paralelo a un plano F que 
pase por una recta L, perpendicular al plano. 

La recta L se llama eje de la conoide. Demos¬ 
trar que si se escoge L como eje tal cual se 
ve en la figura 8 - 21 , la conoide tiene una 
representación por parâmetros de la forma 

x = (v cos 8 (ií))ei + (üsen 0 (w))e 2 + we 3 

en donde la función 8 es el ângulo que la gene- 
ratriz forma con el plano x& 3 , Demostrar que 
la representación es regular y de clase C m > 
supuesto que 8 (ií) es de clase C m , 

Como curva de base de 3a superfície tomamos el eje x 3 , es decir, y = ite 3 . Como quiera que 
las generatrices son paralelas al plano x\x% es posible expresar un vector unidad en función de u y 
en la dirección dei rayado, bajo lá fcjma 

g = (cos0(i£>)ei + (senG(u»e 2 

Y, en consecuencia, x .= y -h v g = {tf cos 0(ít))ei + (tf sen 0(u))e 2 + ue 3 
es la representación de la superfície en forma reglada. En este caso, es 

x u = (— u&' sen G(íi))ei + (tf0' cos 0 {«))e 2 -f x v = (ccs 0(ii»ej. 4- (senfl(u)}e 2 
|x„ X x p j ~ í( — sen S(u»ei 4 {cosfl(«))e 2 — tf0 f e 3 | = £tf £ G' 2 4 IW 2 ^ 0 

para todo (u, 0)* En esta forma, x es una representación regular de clase C m con la unica condición 
de que 0(a) sea de clase C m * Obsérvese que si es 0' ^ 0, la función &(u) tendrá invprsa y la super¬ 
fície, una representación de la forma " 

. h._ i 

x = (v cos 0)Ci 4 {v senfl)e 2 4 u($) e 3 v 



SUPERFÍCIES simples 

8,7 *y Demostrar que x = ue 1 + ve? + f(u, v) e 3 es una carta local de clase C m si f(u> v) 
..y es de clase C m . 

Según el problema 8*1, x es una representación paramétrica regular de clase C m . Falta demos¬ 
trar que x es inyectiva y que su inversa es continua, Puesto que x 1 = u } x 2 = tf, se colige que 
x(u, tf) = x(ii y , v f ) implica que u = u T y v = v f . O sea que x es inyectiva. La aplicación inversa es 
u - xi, u - X 2 y as continua. De modo que x es una carta local de clase C" 1 . 


8^*8. " Demostrar que la aplicación x = u 2 e 1 + uve 2 + t^-e 3 es una carta local de clase C 00 
yen el primer cuadrante u > 0, v > 0, 

Es evidente que x es de clase C* y que 

[x^ X xj — 12^26! ■“ 4uve a + 2u 2 e 3 l = 2 yfv A 4 iifiv 2 d u 4 # 0 

para u > 0 y tf > O. Como x\ = u 2 s x% = uv } se infiere que x(u t u) - x(«', v r ) implica u 2 - u' 2 
y uv = itV. Puesto que u > 0 y u* > 0, entonces se deduce, primero, que. u = u f y, luego, que^ 
tf = tf'. De modo que 3a aplicación es inyectiva. La inversa es u = tf ■= x 2 f\fx\> Por ser 

u > 0, tenemos que xj > 0 y 3a inversa está dejmida y es continua* En conclusión, líaplicación 
es una carta local de clase C*. ' 

8*9*/ Demostrar que el paraboloide hiperbólico x s = x\fa 2 - x\fb 2 es una superfície sim- 
......ple de clase C 30 . 

La siguiente aplicación 

= 4 %e 2 4 (xf/a 2 - x%/b z )e 3 


x 
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es una carta de Mongè (y, por tanto, una carta local propiaj de clase C*, que cubre la superfície, y 
es Ja intersección de la superfície ccn el conjunto abierto Es, 

8.10* y Con frecuencia, Ias superfícies se suelen representar en forma implícita, vale decir, 
/ como el conjunto de puntos S de E z que satisfacen una ecuación de la forma f(x i, x 2f 
x%) — c, c = constante* Como consecuencia dei teorema de la función implícita, cuya 
demostracion puede hallarse en cualquier texto de cálculo superior, el conjunto S 
juntamente con todas las cartas locales de clase C m en S 7 es una superfície simple 
supuesto que f sea de clase C m r y por lo menos una de las derivadas parciales /*,, fx v U z 
sea diferente de cero en todo punto de S * Utilizar estos critérios para determinar los 
valores de e para los cuales x* — 2xi + ^ 2^3 = c es una superfície simple* 

f— 2 xi ^ 2 , fx2~ fx s — x 2' Estas se anulan simultáneamente si y solo si jtj ~ x 2 = 0 , 
^3 — P©ío> este es un punto que satisfaço a x ^ — 2 x\ + x 2 %3 — csi y solo si c = “ 1 . De 

modo que x* - 2xi -h x z x ^.= c es una superfície simple para todo c ^ -1, que es el resultado 
buscado* 

8 .11, Las llamadas superfícies çuadrâticas o simplemente cuádricas, se definen mediante 
ecuaciones de la forma 

s 3 

/ = Zf cUjXtXj + 2 ^ íXi + c = 0 

ü=a i—1 

Es posible demostrar, con base en la rotación y Ia traslación de ejes de coordenadas, 
que los casos no triviales se pueden llevar a uno de los seis siguientes, dibuiados en la 
figura 8-22* 

(D Elipsoide: íí + ?-| + ^ = 1 

(2) Hiperboloide (de una hoja): ^ + 1 

a 2 b 2 c 2 

(3) Hiperboloide (de dos hojas): 1 

(4) Paraboloide elíptico: ~ ~ ~ xt = 0 

ÇL Q 

3 ■ 2 - 

(5) Paraboloide hiperbólico: ~ - = 0 

2 2 2 

(6) Cono cuádrico: + p - ^ = 0 , (* If ** ® a ) * ( 0 , 0 , 0 ) 




Fig* 8 -22 
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Utilizando los critérios dei problema 8*9, demostrar que cada una de las superfícies 
precedentes es simple y de clase C** 




x\ 


En efecto, si f — _- _ 

1 a 2 tf c 2 

conjuntamente si y solo si (xj, x 2i x$) 


tenemos 


2x x 

~tf*^ x 2 


2x% 2x s 

. f —K _ 3 


que se anulan 


/*! a z > )x 2 b 2 , J* 3 c2 

(0, 0, 0)* Pero, el origen no es punto de las superfícies (1), 


(2) y (3) anteriores y se ha excluído de la (6>* En el caso de las dos restantes, / = -1 ± - 

tf 


x 2i 


y, por tanto, f x ^ — —1 ^ 0. Por ultimo, f es de clase C M en todos los casos* En consecuencia, 
cada una de las superfícies donsideradas es simple y de clase C 00 * 


8.12, Demostrar que toda representación paramétrica regular es localmente inyectiva y 
bicontinua* Es decir, si x = x(u , v) es una representacion paramétrica regular, defi¬ 
nida en un conjunto abierto U , demostrar que a cada (u t v) de U corresponde un 
entorno S(ü, v) en el que x es inyectiva y bicontinua* 

Recordemos, de acuerdo con la demostracion dei teorema 8.1, que, como el rango de la matriz 
jacobiana de x es dos, podemos suponer que en cada (u, p) hay una aplicacidn inyectiva jq = Xj (u t r), 
x 2 — x 2 ( u > w) de clase m ^ 1 que posee inversa de la misma clase, definida en un conjunto abierto 
W que contiene a ( u , u), y una carta de Monge, expresada por x = xiei + x 2 e 2 + f(x u ar 2 )e 3 y 
defimda en la imagen de W T tal que; restringida a W t sea la funcidn compuesta ' r.-- . 

X = + %2r( U > V ) c 2 + Xz(u t v))ç3 

O sea, que en W t x sea una aplicacidn compuesta de dos aplicacíones inyectivasy bicontinuas y, por 
tanto, tambien inyectiva y bicontinua, con lo cual queda demostrada la proposición* 

8.13, Es posible demostrar que si x = x(u, v) es una carta local de una superfície simple S 
y es P un punto de x = x(u, v ), entonces existe un entorno esférico S(P ) de E 3 tal 
que su intersección con la superfície S esté contenida en la carta x = x(u ? v). Utilí- 
cese este resultado para demostrar que toda carta de S es la intersección de S con un 
conjunto abierto de E 3 * De aqui se deduce que cualquier conjunto dé cartas que cubra 
una superfície simple S es una base de S* 

Sea G la imagen de una carta arbitraria x - x(u t v) de S. A cada P, pertcneeiente a G, le 
corresponde un S(R) tal que S{P) H S C G* Sea, además, O = U S(P ), Observese que O es abier¬ 
to, pues es la unidn de conjuntos abiertos* Supongamos, ahora, que Q es un punto perteneciente a G. 
Puesto que Q € S(Q) t se concluye que Q e O =* U S(P )* Además, Q G S* En consecuencia, Q S 

n O * De modo que G C S f) O. Recíprocamente, supongamos que Q G S r\ O, Como S fl O = 
s n ÍUSÍP)] = U[5nS(P)], se infíere que Q pertenecerá a alguna S.n S(P). Pero, S n S(P) C G, 

En consecuencia, Q G G. De modo que S fl O C G. De donde se colige que G = S n O f que es íl 
resultado buscado* En otras palabras: toda carta de S es la intersección de S con un co^jun o 
abierto de Es. 

8.14, Sean x — x(w, u) y x = x*(G, 4>) dos cartas locales de una superfície simple S , defi¬ 
nidas sobre los conjuntos abiertos U y [/*, en su orden, y que tengan las imágenes 
rampantes G y G* sobre S: Sean además, W y W* los subconjuntos respectivos de U y 
U* que se aplican sobre G n G*, Demostrar que W y W* son conjuntos abiertos en sus 
correspondientes planos de parâmetros* 

Sea C uq, vo) un punto perteneciente a W que tenga a P 0 como imagen en G fl G** Sean, por 
otra parte, SíÍPq) y S&(P 0 ) entornos de P Q tales que St(Po) H S C G y Ss(P 0 ) fl S C G*. Supon¬ 
gamos, ahora, que <r ^ &* Entonces S,(Pq) H S c G A G* Como x(u, v) es continua, existe un 
^ 0 ) tal que para todo (u, y) de n U tengamos x(u, t?) en Sí(Po) y, por tanto, en G n G 
Pero, TJ es abierto* De esta suerte, dado un ^2 sufícien tem ente pequeno, tendremos a x(u, u) en 
G n G* para todo (lí, ej) de S5 2 (ií0j Es decir, (u, v ) pertenece a W siempre que está («, u) en 
v$). Como ( i/o, vo) es un punto arbitrário de W se deduce que W es abierto* Una argumenta- 
ción parecida permitirá demostrar que W* es abierto* 
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8,15, Sea x = x(u f v) una carta de una superfície simple S de clase C m f definida en un con¬ 
junto abierto U que tenga una imagen G, y sea x = x*(x l5 x 2 ) = £i6i + x 2 e 2 + 
x 2 )e 2 una carta de Monge en S, definida en un conjunto abierto V* y que 
posea una imagen G* contenida en G, como se puede ver en la figura 8-23. 

Demostrar que existe en U un conjunto abierto W y una aplicación inyectiva Xi = 
X\(u,v), x 2 = x 2 (u,v) de clase C m de W sobre V* t siendo d(xi f x 2 )/d{u,v)¥^0 para 
todo (ií, v) de U*, tal que en W x = x(u> v) sea la siguiente funcidn compuesta: 
X “ x*{xi(u t v) t Xg(U 9 V)). 



Fig. 8-23 


De acuerdo con ei problema precedente, existe en U un conjunto abierto W tal que x aplique a 
U* sobre G n G* ~ G *. Puesto que x y x* son inyectivas, existe una aplicación de este tipo, Ia 
v), x 2 = x 2 {u t u), de W sobre V* tal que en W sea x(u t v } * x*(*i(u, v); x 2 (u, y)), Falta 
por demostrar que xi = Xjfav), x 2 = x 2 (u t v) son de'clase C m y a{x u x % )/d(u, v) ^ 0. Pero, 
X\ — x\(u t v ) y x 2 — x 2 (u f y) no son otra cosa que las dos primeras componentes de x = x(u, y). 
Como x{u, y) es de clase C m se deduce que Xj — xi(u, y), x 2 ™ x 2 (u t y) es de clase C m . Por ultimo, 
como el rango *de la matriz jacobiana de x = x(íí, y) y x = x*(xi, x%)i en cada punto, es dos, en- 
tonces la diferencial de ambas funciones en cada punto es una aplicación lineal inyectiva de los vec- 
tores de los planos respectivos sobre un plano de E 3. Recordemos que la diferencial de una funcidn 
compuesta es la funcidn lineal que resulta de componef las aplicaciones índividuales. De esta suerte, 
en cada punto, la diferencial de ii = xi(u,v) t x 2 = x 2 {u,v) es una aplicación lineal inyectiva de 
los vectores dei plano uv sobreyectivamente en los vectores dei plano De este modo, el rango 
de la matriz jacobiana,de <J>), x 2 = # 2 ( 0 > 40 es tambíen dos, en cada punto, es decir, el 

/Bx x ÍBu dX} fdv\ 

/Bv) ^ ^ ' para todo {u r y) perteneciente a W t que era el resultado que se esperaba. 


8,16, Demostrar el teorema 8.3, a saber: Demostrar que, en la interseeción de dos car¬ 
tas locales rampantes, x = x(u, v), x = x*(6, tJO, de una superfície simple S de 
clase los parâmetros se relacionan entre sí mediante una trasformación inyectiva 
6 = 6(ií, u), tj> = 4 >(&í iO de clase C m , definida en un conjunto abierto es tal que 
d(0,4>)/ô(u, v) 0 para cualquier (u, v ), 

Segiin el problema 8.14, existen en los planos uv y conjuntos abiertos W y W^, en su orden, 
que se aplican sobreyectivamente en la interseeción de las cartas, y una aplicación inyectiva fl — 
0 (“* v) > * = ^ de w sobre w * tal que x(», y) - x*(G(fc, y), y)) T Sólo falta demostrar que 
0(u, v ) y y) son de clase O y d{e, ^)/3{w, v) ¥* 0 para todo ( u t v) perteneciente a W. 

Sea (u 0 , vo) un punto de W que tenga la imagen P en S. Segón el teorema 8.2, existirá en S 
una carta de Monge* x ~ x(x\ t x 2 ) = *iei -f x 2 ^ 2 + x 2 (xi t x 2 )es que contenga a P. Conforme al 
problema precedente, existirá una aplicación inyectiva xi(u, y), = x 2 (u r y) de un conjunto 

abierto V , que contenga a (u 0í y 0 ), sobre un conjunto abierto V** dei plano x\x 2t aplicación que será 
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de clase G m en V y d(x u x 2 }fd[u r v) 0. Por otra parte, existirá una aplicación inyectiva Xi = 
*1(0, 4)), *2 X2&, 4») de un conjunto abierto V* dei plano 0£, que contenga a (e(ii 0l y 0 ), ^(iío^o)), 

aobre V** t aplicación que será de clase en V* y d(x lf * 2 )íò($ t <p) ^ 0. De acuerdo con el 

teorema de la función inversa, la aplicación inversa 6 = Q(xi, x 2 ) t $ = <b(x u x 2 ) es de clase 
C m y â(# t <p)fò{x u =5^ 0. De este modo, 6 = G(n, y) — 0 (xi(íí, y), y)) y 4» — y) = 


$(xi(u f v) t x 2 (u f y)) es de clase O en V y ^ ^ 0. Como V contiene a (u 0i y 0 ) 


d(u, r) 

y este es un punto arbitrário de W, se colige que e - d(u, y), $ 
Bie^Vòfav) ^ 0 en W. 


4?(ü, y) es de clase C m en W y 


PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL 

8,17, ! Hallar las ecuaciones dei plano tangente y de la recta normal a la superfície represen¬ 
tada por ~/ t _ , .. : 

x = uei + ve 2 + (ií £ - i' 2 )e 3 ^ ' 

en el punto correspondiente a u = 1, v = 1. ■’ ' ' ' ■ r 

x(l,l) = e,.+ e 2) x u (í 1 1) - «! + 2e 3 , x v (l,í) = e 2 - 2e 3 , 

De este modo, y = x(l, 1) + Ax„(l, 1) + í) = (1 + k)« t + (1 + k)t 2 + 2 (h - fc)e 3 J , 

es el plano tangente en x(l, 1), 


N 


x u (l,l) X x^l,!) 
l*uU. 1) X. x u (l, l)j 


l/3{-2e 1 + 2e í + e 3 ) 


Así, pues, y = x(l, 1) + Mí(l, 1) = (1 - JJe)e t + (1 + Jft)e a + ^fce 3 

o, también, haciendo t = kf 3, 

y = (1 — 2í)e x + (1 -|- 2í)e 2 4- íe 3( —« < t < <# 
es la ecuación de la normal en x{l, 1). 


8 , 1 £* 


Demostrar que la imagen de ía curva dada por 0 = 
log t, £ = 2 Tan -1 í, t > 0, sobre ía esfera 

x = (cos 0 sen + (sen 0 sen 4>)ej + (cos 4>)e 3 

corta los meridianos, que son curvas de parâmetro <f>, 
bajo un ângulo constante igual a ic/4. Obsérvese que 
cuando í varia de 0 a 1 a «>, el angulo 0 varia de — » a 
0 a «>, y el ângulo <}> de 0 a x/2 a x. De este modo, la 
curva se enrolla en espiral alrededor de los polos norte 
y sur como se muestra en la figura 8-24. 



x 8 “ (~sens sen^Jeí + (cosí aen 0 )e 2 , x# = (cosí cos^e! + (seus cos^)e 2 - (sen^fis 
*9 * x* = sen* & x, • x* = 0 , x* ■ x* = 1 


de 1 d$ 2 
dt t’ dt 1 + (2 


£] cosono dei ângulo « que forma la tangente a la curva sobre la superfície, esto es, —= Xa— + 
dó dt * dt 

x o ^ , con la tangente x ± , a la curva de parâmetro es 


{dy!dt)‘x^ _ ^ 

jdy/dí| |x 4 ! dt 


sen 2 ó 


(Í)' + ( 


S-f -1/2 


- rb[' 

= IT?[( 


sen 2 (2 Tan-> t) 


í 2 

4t 2 1 


+ 


(1 + : 


_(l + í 2 ) 2 i 2 + (l + í 2 ) 2 _ 

Y, de esta suerte, a = n/4 = constante, que era el resultado que buscábamos. 


‘tf/ 

1/2 


■= i/Vã 


&■ 


x 


, , Y 
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8.19. /Demostrar que el plano tangente es el mismo en todos los puntos de una generatríz 

\ y (a) un cilindro, (6) una rama de la superfície tangente de una curva* 

■ ■■■?.■ ■■ . r ?. 

(a) El cilindro, en forma reglada, se representa por A Á" 

x = y(0 H- ug, g = constante ^ 0, y' X g ^ 0 


de 


En este caso, x t = y\ x v = g, x L X x* = y' X g, 


N - 


y f x g 

]y' * cl 


Como N es independiente dei parâmetro v a todo Io largo de una generatríz, de lo anterior se 
deduce el resultado que se requiere* 

(ò) La superfície tangente a una curva x = y(s) que no tenga puntos de inflexlón define por 
la siguiente representacidn yy ff'$)pCrvç) - Hi&nçÇ) 

x - yw + «*« --- *&■■■>'. A{-:> 

Tal superfície no es regular para v = 0 ,_.es decir, a ? todo lo largo de Ia curva x = y(s), y ha- 
blamos de las dos ramas correspondientes á ^ >0 y u < 0 * Si v > 0, entonces. 


t + vt, x v = t, Xj X x B = (t + vt)Xt 


vt X t - 0 fP J.-'0 


y N = 


X x„ 


t X t 


jtxt] 


es independiente dei parâmetro u a todo lo largo de una generatriz. 


Para el caso de v < 0 , se hace un cálculo parecido. 

ÍJ"= f t^At] f 

PRO PIEDADES TOPOLOGICAS DE LAS SUPERFÍCIES SIMPLES 

8.20. Demostrar que si f(x) es continua en todo x de E z > entonces el conjunto de todos los 
puntos M de E 3 que cumplen la condicion de ser f{x) = c = constante, es cerrado. 

Supongamos que xo pertenece al complemento MC de M. En este caso, /(x 0 ) = c* ^ c. Como 
f es continqa enx 0 y está definida para todo valor de x, existe un 5 >0 tal que para todo x de 

S&(x 0 ),es 

|/{x) — /(x 0 )l < -J|e — c*\ t o sea |/(x) — c*\ < — c*[ 


De aqui se deduce que f(x) ^ c para todo x de S^íxo)* De esta suerte, todos los x de Sg(xo) perte- 
necen también a M G * Y como xo es un punto arbitrário de M c , se concluye que MC es abierto. Por 
tanto, M es cerrado, que era lo que queríamos demostrar. 


8.21* Con base en el problema 8.20, decidir cuáles de las siguientes superfícies son compactas: 
(o) x\ + = 1, (6) x\ + x\ + x% = 1. 

(a) De acuerdo con el problema 8 . 20 , el conjunto de todos los puntos que satisfacen Ia ecuacídn 
-rr x \ + x i x t ~ 1 es cerrado* Pero, no es acotado. En efecto; supongamos que - l/y/2; 

.en este caso, la ecuacibn se convierte en las a;| = l/2ar|* Y ésta la pueden cumplir valores de 
^2 tan grandes como se quiera, con sblo tomar valores de suficientemente pequenos. Así, 
pües, lá superfície no es compacta* 

(b) También en este caso el conjunto de todos los puntos que satisfacen la ecuacídn x\ 4- x\ + 
a;| = 1 es cerrado. Pero, además, este conjunto es acotado. En realidad, lo es porque 
]x!\ < 1, [* 2 | < 1, |* 3 j A 1. 


8.22. Demostrar el teorema 8*5, a saber: Si S y T son superfícies simples tales que S es 
cerrada, T es conexa, y S está contenida en T, entonces, considerando tales superfí¬ 
cies como conjuntos de puntos de J? 3 , S es igual a T* 

Supongamos que fuera S ^ T t y que M* es el conjunto de los puntos pertenecientes a T pero 
no a S * Obsérvese que M* yé 0, M* U S. = T r y que M* n S — 0 . Consideremos, ahora, que sea 
P un punto cuaiquiera de S * Necesitamos demostrar que existe un conjunto abierto Op de E% qué 
contiene a P y tal que Op^lT C S* Sea G la ímagen de una carta de S que contiene a P* En este 
caso, existirá un conjunto abierto Op tal que G/>nS — G* Pero, G es, además, una carta de T* De 
modo que Oy>C\T = G c S. Ahora, bien, supongamos que Q es un punto pertenecíente a M*. Como 
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S és cerrado y Q Ê S, existe un entorno S(Q) tal que S(Q)C\S ~ 0 , Por tanto, cMt 

Por ultimo, sean Oi = UOp y O 2 = U5f(Q)- Entonces, Oj y ü 2 son abiertos y ambos tienen con 
P Q 

T intersecciones disjuntas no vacías, a saber, S y MA Pero, esto, es ímposible, porque T es conexo, 
lo cual demuestra el teorema. 

8*23. Demostrar el teorema 8.4, a saber: Si S es una superfície simple conexa, entonces S 
es arco-conexa por arcos regulares* 

Supongamos que S es conexa, y que, no obstante, P y Q son puntos de S que no se pueden 
unir por medio de un arco regular. Llamemos Mi al conjunto de los puntos de S que se pueden unir 
con P y M 2 al conjunto de los puntos que no se pueden unir con P. Obsérvese que M 2 = 0 , 
Supongamos, ahora, que P* G Necesitamos demostrar que existe un conjunto abierto Op* que 
contiene aP*y tal que Op*n£ Cl Mp Supongamos que x = x(u, u) es una carta que contiene a 
P*, C es un arco regular que va desde P hasta P*, y (uq, uo) e s el punto dei plano de los parâmetros 
que se aplica en PA En el plano de los parâmetros, C es una curva regular, u ~ u(t), v = u{í), que 
tiene un extremo en (u 0 , u 0 ) ? como se muestra en la figura 8-25* Supongamos ahora que S(u Qt r 0 ) es 
un entorno de (u 0í en el que x está definida. Observemos que S(uq, vq) existe por estar x definida 
en un conjunto abierto. Es fácil ver que, por ser un arco regular, u — u(t), v - t>(0 sc puede pro* 
longar hasta cualquier punto (u, y) en el interior de S(wo, uüL Pero, en ese caso, la aplicacíén x res¬ 
tringida a íí(u 0 , vo) es una carta de S cuyos puntos, en total, se pueden unir con P* y, por tanto, 
con P. Y, por ser una carta de S, es la intersecclon de un conjunto abierto Op * con S* Así, pues, 
existe en E 3 un conjunto abierto Op* que contiene a P* y tal que Op*fl S C M]. Con una argumen- 
tación análoga se demostrará que si Q* es un punto pertenecíente a M 2 , entonces existe un conjunto 
abierto Oq* que contiene a Q* y tal que Oç*n S c M 2 . Sea, ahora, 0\ = U Op * y 0 2 = U Qq*. Los 

conjuntos Oi y O 2 son abiertos, cubren a S y tienen con este intersecciones no vacías y disjuntas, 
a saber, M 1 y M 2 . Pero, esto es imposíble, pues S es conexo, con lo cual queda demostrado el teorema* 




25 


A 




Problemas propuestos 

Demostrar que x — 4* v)ej A l{u — v)e 3 + íu?e 3 es una representacidn paramétrica regular de 

clase C ffi dei paraboloide hiperbólico £3 = Describir Ias correspondientes curvas de parâ¬ 

metro u y de parâmetro v. 

Hallar una representación paramétrica regular dei cilindro recto que tiene por dírectriz la elipse 
^2 + = 1 en el plano 

x 2 x 2 x 2 

Hallar una base de cartas locales para la elipsoide —^ A A = 1, 

a* 6 2 c 2 


8*27* Demostrar que, si G y G* son las imágenes de dos cartas locales de una superfície simple S , existe 
en S una carta cuya ímagen es igual a la interseecíón G fj GA 
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8.29, 


Demostrar que Ia normal unitaria de una superfície de revolución x = f{u) (cos 6)ei 4- f{u)(se n 6) es + 
g(u)e Zt f > 0, es N = [(-g'cos 0)e! - (g'sen0)e 2 + f^zVMf 1 ) 2 + <tf') a ]V2, 

Demostrar que el hiperboloide xf -F x\ — xf — 1 es una superfície doblemente reglada. 

Hallar ]as ecuaeiones dei plano tangente y de la normal a x = (u + y)ei + (it — y)e 2 + tty ©3 en 
u = 1, u = —1. 


8.31. Demostrar que Ia restricción de la presentación dei toro 

x = (b + a sen <£) (cos 0}«i -+- (6 + a sen (sen fl)ea 4* (a cos 4>)«3 


a cada uno de los tres conjuntos abiertos siguientes, es una base para el toro: (a) 0 < 8 < 2*, 
0 < 0 < 2tu, ( b ) —tu < 0 < TUj — % < 4» < TU, (c) —<0 < |TC, — < <J> < |x. 


8,32, 




Hallar la representación, en forma reglada, de la superfície reglada que tíehe por directriz a la curva 
y = uej + u 2 e 2 4- u > 0, y cuyas generatrices tienen la dirección de g = (cos w)«i + 

(senií)e 2 . Demostrar que la representación es regular y de clase C*, 


8,33* j El conotes una superfície reglada cuyas generatrices pasan por un punto fijo p, llamado el vértice. 
j " Demostrar que si g(w) es un vector no nulo, que tiene la dirección de las generatrices, entonces x — 
P + yg(tt) es una representación paramétrica regular dei opno de clase C m , si ea v 9 ^ 0, g es de la 
clase C m , y g X g V 0 para todo u. 



Demostrar que a todo lo largo de una generatriz dei cono, el plano tangente es constante. 

Se da el nombre de helicoide a una conoide recta (véase el problema 8.6 de la página 173) en Ia que 
Ias generatrices giran a velocidad constante alrededor dei eje. Demostrar que un helicoide recto que 
tenga como eje el eje x z tiene una representación de la forma 



8.36.; 


8.37; 


x(y cos 8)ex + (u seil 0 }e 2 + («I ^)© 3 > b ^ 0 

Demostrar que, cuando un punto P ae mueve a todo lo largo de una generatriz de un helicoide recto 
(véase el problema 8.35), la normal unitaria gira alrededor de la generatriz de tal modo que cl ângulo 
que forma con el eje varia de 0 a k/ 2 en Demostrar que la tajíjfénte de este ângulo es propor¬ 
cional a la distancia al eje, C V ■ T ' ^ ■ 

Demostrar que el plano tangente a todo lo largo de una generatriz de la superfície tangente de una 
curva, coincide con el plano osculador de la curva en el punto de ésta por donde pasa Ia generatriz. 


8.38. 


8.39. 


a 




40. 


8.41, 


La cinta dé Moebius se puede representar como Ia 
superfície reglada x - y(8) + yg(8), - ^ < v < £, 
en donde 

y (8) = (cose)ei -f (senÔ)e 2 

Verificar que la normal unitaria cambia de sentido al 
moverse, una vez, en torno a la circunferência y = 

(cos0)ei + (sen G)e 2 conservando su posición, Véa¬ 
se la figura 8-26. 

Demostrar que, si en la cinta de Moebius dei pro¬ 
blema 8.3^ suprimimos el círpulo x = (cos 6)ei ~b 
(sen 0 )e 2 , la superfície que resulta es conexa y orien- 
table. - 

Demostrar que, si x = y(i) es una curva regular de clase C m en una carta x — x(u, t>) de clase C m , 
su imagen u - u(í), v — v(t) es una curva regular de clase C m en el plano de los parâmetros. 

j'’ 

/a*- 

Demostrar que el cono 
de clase . 



a?i 


% c 2 “ 


0, (x u x 2 t x 2 ) ^ (0,0,0), es una superfície elemental 


8.42, Dejnostrar que si T es un vector, no nulo, paralelo al plano tangente en un punto P de una super¬ 
fície simple, entonces existe por P una curva x = y(í) de la superfície tal que T = áy/dt en P. 

8.43. Decidir, entre las superfícies siguientes, cuáles sqn compactas: 
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(a) *1 - *g + »3 = 1, (6) - 2»! + x\ + x\ = 1. 

Resp* (a) No es compacta, ( 6 ) Es compacta 

8.44. Sea C un arco regular de clase Cl en el plano uv que tiene un extremo en el punto (n®, r a ), y sea 
S(iiQí tfo) un entorno arbitrário de (wo, vq)* Demostrar que, por ser un arco regular de clase d en 
S(uoí uo)í es posible prolongar a C hasta cualquier punto (n*, y*) en S(uq } y 0 ), * 

8.45. Demostrar que ei S es una superfície simple, conexa y orientable, entonces existe una y sólo una 

partición de la colección 7 , de todas las cartas pertenecientes a S, en conjuntos no vacíos y disjun¬ 
tos, Tt Y tales que para cada 7 ÍT i = 1,2: (i) ^ es una base. (ü) Si x - x(u t v) y x - 

x*( 8 , pertenecen a f it entonces d(u, v)/d(s f 0 ) > 0 en la intersección. (iii) es maximal, es decir, 

si a f' it se agrega cualquier carta de S, entonces deja de cumplirse la propiedad (ü). 



















Capítulo 9 


Primera y segunda 
formas fundamentales 


PRIMERA FORMA FUNDAMENTAL 

Recordemos que una curva de E 3 queda determinada de modo único por dos valores 
locales invariantes que son la curvatura y la torsión, consideradas como funciones de la lon- 
gitud de arco. De modo análogo, una superfície en E 3 queda inequivocamente determinada 
por ciertos valores locales invariantes que reciben los nombres de primera y segunda formas 
fundamentales. 

Supongamos que x = x(u, u) sea una carta local de una superfície de clase 2- 1. Recor¬ 
demos que la diferencial de una aplicación x = x(u, i ! en (u, u) es una aplicación lineal 
inyectiva dx = x u du — x, du de los vectores (du, dv), pertenecientes al plano uv, sobre los 
vectores x u du + x t dv paralelos al plano tangente en x (u, i), como se muestra en la figura 
9-1. Obsérvese que aqui utilizamos los símbolos du, dv para representarias diferenciales de las 
funciones coordenadas en el plano uv y, además, para nombrar las componentes de un vector 
característico dei plano uv. Conservando este espíritu, representaremos la imagen x u du + 
x, dv sencillamente con dx. Recordemos, por otra parte, que dx tiene la propiedad de que 

x(u + du, v + dv) — x(u,v) + dx + o ({du 2 + dv 2 ) 1 ' 2 ) 

De esta suerte, el vector dx es una aproximación de primer orden dei vector x(w + du, v + 
dv) — x(u, v) que va dei punto x(u, v) de la carta al punto vecino x(u du, v + dv). 



Fíg. 9-1 


Consideremos ahora la siguiente cantidad 

I = dx * ãx = (x„ du + x v dv) * (x u du + x.- dv) 

= (x« * Xu )áu 2 + 2(xu ■ Xv)du dv + (x v * x v )dv 2 = E du? + 2 F dudv + G dv 2 

en donde hacemos E = x u 'x u , F = x u *x Ví G = x v ‘x u (9.1) 

La función I — dx • dx = E du 2 + 2F du dv + G dv 2 se denomina primera forma funda¬ 
mental de x = x(u, v"). Se trata de una función homogénea de segundo grado en du y dv, de 
coeficientes E, F y G, denominados primeros coeficientes fundamentales, que son funciones de 
u y v y varían de un punto a otro de la carta local. Así, pues, la primera forma fundamental, 
I es la forma cuadrática definida sobre los vectores (du, dv) dei plano uv por la expresión 
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lidu, dv) = E du 2 +%F dudv + G dv 2 : 

Recordemos que dx en ( u, v ) es la parte principal dei vector que va desde el punto x(u,!/) 
de la carta hasta el punto x(u + du, v + dv). Esto nos sugiere que, en algún sentido, I de¬ 
pende únicamente dei tipo de superfície y no de su representación particular. En verdad, ello 
es cierto en el sentido siguiente: Supongamos que x = x*(0, <J>) sea otra carta local que 
contenga un entorno de x(u, v). Entonces, la trasformación de parâmetros dada por 0 = 
6(«, u), 4> = 4>(u, u) tiene una diferencial en (u, v) que aplica el vector (du, dv) en el vector 
(de, d4>) dado por de = 0 lt du + fl„ dv, dó = óu du -f c^diL La afirmación de que I es 
independiente de la representación, se interpreta en el sentido de que I e P concuerdan en 
esta correspondência, es decir, I(du, dv) = I*(d9, dó). Este hecho se puede comprobar ana¬ 
liticamente con sólo utilizar Ia regia de la cadena, a saber, 

I *(ád,d<j>) = |dx*| 2 = |(x*d0 + x*dó}| 2 

= dv ) + du + d v)\ 2 

= I « 19 u + x *ój du + « 9 v + X* ó„) dv ! 2 

= I x u du + x v dv\ 2 = ]dx| s = J(du f dv) 


Los primeros coeficientes fundamentales no son invariantes en una 
parâmetros, pero, en cambio, se trasforman dei siguiente modo 

E = x u -x u = (*X + x*óJ*(xX+<Ó u ) 

= el + 2x; • x*ej> u + x* 

- E*$l + 2F*9 u tf> li + G*<j>l 

V, , : ;í, : .. ■ < : 

y, analogamente, F = E*ej) v + F*(ô u £ v + £j t ) + G*ó u ó u . 

G - E*e 2 v + 2 F*6^ v + G*<j>l ‘ 


trasformación de 


(9.2) 


Por último, observemos que la primera forma fundamental es definida positiva , Es decir, 
I ^ 0, e 1 = 0 síy sólo si du = 0 y dv = 0. En efecto, es evidente que I = |dx !2 ^ 0, 
y, como x u y x„ son independientes, I = [dx! 2 = \ x * du + x v dv) 2 = 0, si y sólo si du = 0 
y dv = 0. 


Puesto que I es definida positiva sus coeficientes deben cumplir la condición de que sea 
E > 0, G > 0 y EG — F 2 > 0* Esto también se puede verificar directamente. Pues, nueva- 
mente tenemos que, como x ü y x b son independientes, x u / 0, Xr / 0, y, por tanto, E = 
x ü ■ x u = ]x u \ 2 > 0 y G = Xp-Xy = \x t \ 2 > 0* Además, utilizando la identidad vectorial [F s ],- 
tenemos que 

EG -- F 2 = (xu * Xu){xv - Xu) - (Xti 4 x v ) (xy * Xp) = (x u x x v ) * (xtf x Xp) = |xu x Xp| 2 {9A) 


!f :■ íf - > 


Pero, en cada punto, x u X x 0 ^ 0, y por ello, EG — F 2 > 0. 

Ejemplo 

Consideremos la superfície dada por 
En este caso, * = £« +*)e,+ («-*)•, +uw a 

= e i + e 2 + ve 3f x v — e t — e s 4- we 3í E = x [t - x u — 2 4- v 2 , F ^ = uv, G - x v * x v ~ 2 + u 2 


e I = E du 2 H- 2 F dudv 4- G dv 2 = (2 4 v 2 } dú 2 4- 2 uv du dv 4’ (2 4- u 2 ) dv 2 


Obsérvese que en todo (u t v) tenemos: E > 0, G > 0, y EG — F 2 =4 4- 2u 2 4- > 0- Si introducimos 

el cambio de parâmetros O—wH-y, $ = 14 — u, entonces^ la superfície también estará representada por 

x = flcj -h ^e 2 4- l(& 2 - 

Aqui, = ei 4 x A ^ e 2 - £ 0 e 3j E* = x ô 'x ô ~ 1 + l B F* = x d * x A = G* = x ó 'X A - 14- 
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Obsérvese que en el punto corre spondiente a u = 1, v = 1 se tiene E = 3, F =* 1, G = 3. Pero, 
en el mismo punto es 0 = 2, $ “ 0, y E* = 2, F* = 0, G* = 1* De modo que los primeros coeficientes 
fundamentales no son valores invariantes» 


LONGITUD DE UN ARCO Y AREA DE UNA SUPERFÍCIE 

Los primeros coeficientes fundamentales desempenan un papel fundamental en el cálculo 
de longitudes de arcos, ângulos y áreas de superfícies. En efecto, supongamos que x = x{u(í), 
tí(t)), a :< í < b, es un arco regular de una carta x = x(u, v). Recordemos que su longitud 
viene dada por la integral 


Y, desarrollando, 


r 


s 


rn 




+ X “S)*' 

( du . dv\ 

\ Xu dt + Xv di) 

-|l/2 

dt 

:í j] 

_ 

(9.5) 


De modo que la longitud de un arco que está en la superfície es la integral de la ráíz cuadrada 
de Ia primera forma fundamental. 

Supongamos, además, que dx = x u du + x„ dv y Sx = x u Su + x, Sv sean dos vec- 
tores paralelos al plano tangente en un punto x. Si « es el angulo que forman cíx y Sx, en- 
tonces 

dx 1 8x _ . (x u du + x v dv) ♦ {xu S u + Xu St?) 


cos« = 


|dx| |Sx| jx« du + Xu dv\ [xu Su + Xu Su! 

E du Sm + F(du Sí> + dv Su) + Gdv Sv 
[Edu 2 + 2Fdudv + Gdv 2 } m [E Zv? + 2FSuSv + G 


(9.6) 


En particular, si g es el ângulo que forman en x las curvas de parâmetros u y v, es decir, el 
que forman x u y x„, entonces 

Xu * X» X« • Xu F 


cos/3 = 

Lo anterior es un resultado dei 
Teorema 9.1, 


Xu Xu 


l/Xu * X« \/Xu* Xu 


VÊG 


(9.7) 


(a) Los vectores tangentes dx = x u du + x„ dv y Sx = x u Su + x„ Sv son 
perpendiculares entre sí, si y sòlo si 

E du Su + F(du Sv + dv Su) + G dv Sv = 0 

(b) Las curvas de parâmetros u y las de parâmetro v son perpendiculares en 
un punto si y sòlo si F = 0. 

Ejemplo 9.2. 

Consideremos la imagen de la curva & = log cot (x/4 — 

■t/2), - x/2 — t, 0 < t ^ x/2* sobre la esfera de radio igual 

a la unidad, dada por 

x = (cos 0 sen <b) ^1 -J- (sen 0 sen <J>)e 2 + (cos 4 >)e 3 

En la figura 9-2 se muestra que la curva parte dei ecuador y se 
enrolla, como una espiral, alrededor dei polo norte. Para deter¬ 
minar su longitud hacemos el siguiente cálculo 

x a ! = (— senfl sen^)e! + (cosfl sen^)e 2 

= (cos 8 cos H- (senfl cos £)e 2 — (sen0)e 3 

E = x e - x 9 = sen2 F = x# ■ x* = 0, G = x* = 1 



de _ cosec 2 (y/4 — tf 2) 
dt — 2 cot (W4 — í/2) 


■VA 




7 ■" 


.f/V 

■V-"' 


2 sen(ír/4 — í/2) cos (x/4 — tf2} een(7r/2 ~ t) 

^ V" * t. 


ã<p 

ât 


= -1 


.» - ■ E 
■■■ //■. 


-t fr/?rí /Atf' 

A ' ■ '.f * f 
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De este modo, a todo lo largo de Ia curva en donde ea £ = ic/2 — í, se tiene que 


■ K 


d9 V j.' otr d9 d * x r 

di) + 2F Tt dt + G 


( 1)7 

J "X/2 j ~ tt /2 

Vi# = f yfzdt 

o *^0 


sen B $ 


sen s {x/2 — í) 

x/V2 


4- 1 



Obsérvese que la curva forma un ângulo a constante con los paralelos $ = constante. En efecto, utilizando 
4 » = tc/2 — t t se tiene 


cos a 



Supongamos ahora que AR es una pequena regiòn de una carta, limitada por las curvas 
vecinas, u y u + du de parámétro v, y Ias curvas v y v — ãv de parâmetro u, como se indica 
en la figura 9-3. Como primera aproximaciòn dei área de AR tomamos el área dei paralelo¬ 
gramo cuyos lados son los vectores Axi = x„ du y Ax 2 = x t dv. Suponiendo que du > 0 
y dv > 0, tal área es la cantidad 

as = [Axi x Axa| = \x u Xxv\dudv - \/EG — F 2 du dv 

De esta suerte, nos vemos precisados a definir el área de la regiòn R en x = x(u, v), como 
Ia siguiente integral doble, cuando ella exista, 

A = ff \ÍEG — F 2 dudv (9.8) 

W 

en donde W es el conjunto de los puntos que pertenecen al plano de los parâmetros y que se 
aplican sobre R. 



Fig. 9-3 


Obsérvese que, sobre una superfície orientada, la anterior defmiciòn de área es indepen- 
diente dei tipo de representaciòn de R. En efecto, supongamos que x = x*(0, <j>) sea otra 
carta que también contenga a R y tal que 3(0,4>)/d(u, v)>0 para todo (a, d) pertene- 
ciente a W. Las ecuaciones (9.2) y (9.3) permiten, mediante un fácil cálculo, obtener la ex- 
presiòn 


EG-F 2 = (E*G* - F**){d(e, 4>)/5(u,v)} 


(9.9) 
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y, en esta forma, de acuerdo con el teorema de trasformación de integrales múltiples, se de- 
duce que 


XívW 


F 2 du dv 


**ç* - f*i 


ô íu . v) 


du dv 


= jy y/E*G* - F* 2 dê d<t> = A* 

en donde W* es la imagen de W en el plano &<J>; y este es el resultado que se queria obtener. 


Ejemplo 9.3. 

Consideremos el toro síguiente (véase el ejemplo 8,5) 

x = (h ■ a sen £j>)(cos9)ei 4 {b + a sen $)(sen 0 )e 2 4 ía cos c|j)e 3 
En este caso, E ■■= x 0 = (b + a sen & 2 > F ** x e ■ x* = 0, G - x$ * = a 2 , y el área de su superfície 

será 


5 


\?EG — F 2 d& ã<p 

0 ±=9^'2rr 
0 ^<í) 




a{b 4 a sen^) ã<p 


d& 


4.TT^&b 


SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL 

Supongamos, ahora, que x 


x(eí, v) es una carta en una superfície de clase ^ 2. En- 

X u X Xu 


tonces, en cada punto de la carta existe una normal unitaria, N — ^ x , que es una 

función de u y v, de clase C 1 y que tiene la diferencial dN = N ü du 4 dv, Obsérvese que, 
en la figura 9-4, dN es ortogonal a N, pues es paralela al plano tangente de la imagen esférica 
de N. Esto también se deduce dei hecho de que 0 = cf(l) = d(N-N) = 2dN-N. De modo 
que éN es un vector paralelo al plano tangente en x, como se muestra en la figura 9-4. 




Fig. 9-4 

Consideremos, ahora, la siguiente cantidad U 

II - “ dx. * dN = -(x* du 4 dv)(N u dq. -h N„ dv) 

= —Xu * Nu du? — (x u - Nu 4- Xu * Nu) du dv * dv 1 ,■ 
en donde, L = — x u * Nu, M — — £(xu • Nu 4 x„ * Nu), 



— L du? 4- 2 Mdudv 4 N âv 2 


N — — Xíj^Nu (9,10) 


La función II = -dx*dN = L du 2 + 2M dudv 4 N dv 2 recibe el nombre de segunda forma 
fundamental de x = x(u, v), En este caso, también II es una función homogénea de segundo 
grado en du y dv , de coeficientes L, M y N que son funciones continuas de u y v, y se llaman 
segundos coeficientes fundamentales . 

Se demuestra fácilmente que II es invariante en el mismo sentido que lo es I en una 
trasformación de parâmetros que conserve la direccíón y el sentido de N; de ío contrario, II 
cambiará de signo. Ademãs, sus coeficientes sé trasforman de la mísma manera que los príme- 
ros fenéfícíentes fundamentales. En otros términos, si es x = x*(0, §) cualquier otra carta de 
la superfície, entonces en un punto de la intersección en el que 5(0, M /5(w, v) > 0, se tiene 
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M = L*í^ + Jf*(^ p +í a ^ + W*^ 

La demostración de las anteriores propiedades de II se dejan al lector por vía de ejérciciò, 
Como quiera que x„ y x t son perpendiculares a N para cualquier (u, v), se tiene 


( 9 . 11 ) 


.. 0 = (xu*N)« = Xuu • N + x u * N u , 0 = (x u *N)u = x uv ‘ N + x a * N v , 

0 = (Xv*N)a = Xtni ■ N + X„ ■ Nu, y 0 = (x u *N)b = X««*N 


■r. o 


Portanto, '.^V 

Xuu * N = —Xu • Nu, Xuo * N =.. “X M • No ■= —Xo • Nu> y 


Xpo • N = — Xp * No 


Esto proporciona otras expresiones de L, M y^N que pueden. alterMr >ton las ya cenocidas. 

A saber, de acuerdo con (9.10), se tiene jfvi^ 

t = Xuu-N,^M = x u «*N, N = Xo U • N ^ _ Xy ' (9.12) 

Por otra parte, tenemos “' • ' ... 

: II = Ldu 2 + 2Mdudv + Ndv 2 = x ull • N du 2 + 2Xu 0 "Nduâv + x uu *N dv 2 — dh c*N |/ 
i. . (9.13) 

en donde d 2 x = x att du 2 + 2x ilu du dv + x m dv 2 es la derivada de segundo orden de x en (u,í;) y 
en la direccidn y sentido de du, dv. 7? c pX ■< y -X •••« .yí 


Ejemplo 9.4. 

Conaideremofl la superfície representada por la ecuación 

x = ue i 4 ve 2 4 (u 2 — v*)e 3 






En este caso, x u = e A 4 2ite 3í x v — e 2 - 2i?e a , 'x Hlt “ 2e 3 , = 0, x vv - -2e 3 


N 


l*u x 


iL = (4«s + 4«í + l)-»í(-2Ke 1 + 2ve 2 + e i ) 


De eata suerte, los segundos coeficientes fundamentales son 


L = x uu * N = 2(4w 2 4 4v 2 H- 1} -1/2 , M = x ulJ * 
y la segunda forma fundamental es 

II == Ldu 2 4 2Mãudv 4 N dv 2 

Supongamos que P es un punto de una 
superíicie de clase > 2, Q es un punto en la 
vecindad de P y x = x(u, v) una carta que 
contiene a P y Q. Líamemos d = PQ N a 
la proyección de PQ sobre la normal imitaria 
N en P, como se muestra en Ia figura 9-5. 
Obsérvese que d es positiva o negativa, según 
que Q esté de un lado o dei otro dei plano 
tangente en P; por otra parte, ]d| es la dis¬ 
tancia perpendicular de Q al plano tangente 
en P. Supongamos, ahora, que P y Q son los 
puntos x(u, v) y x(u + du, v + du) respecti¬ 
vamente. El teorema de Taylor nos da 

x(w + du, v + dv) = x(w, v ) 


N = 0, N - x OT -N = —2(4w a + 4v 2 + 1) _1/2 
= 2(4m 2 + 4v* + 1)“ 1/2 (dtó a - dv 2 ) 



+ dx + |d 2 x + o(dw 2 + dv 2 ) 


d = PQ*N = (x(ii4* du, v + dv) — x(u, u)) ■ N 
= [d*'+Íd*K + o(*í+ *>*)]•!* 

= dx ■ N + id-x ■ N + o(dií a + dv 2 ) 


De esta suertè, 
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Pero, dx-N = 0, pues dx es paralela al plano tangente en P. Por conaiguiente, según {9.13), 
se tiene 

d — JíPjc* N + o(d« 2 + dv 2 ) — £11 + o(du 2 + dv 2 ) 

De modo que II es la parte principal dei duplo de la proyección de PQ sobre N y |II| es la 
parte principal dei duplo de la distancia perpendicular de Q al plano tangente en P. 

La función 

: S = £H = %(Lãu 2 + 2Mduãv+Nâv 2 ) 

se denomina paraboloide osculador en P. La naturaleza de tal paraboloiae determina cuali- 
tativamente là naturaleza de la superfície en las vecindades de P. Distinguiremos cuatro 
casos que dependen dei discriminante LN — Aí*. '■ :V /</ 


(i) 


Caso elíptico: Se dice que un punto ès elíptico si LN — M 2 > 0. En este caso, 3 será 
un paraboloide elíptico, como se aprecia en la fígurà 9-6(o), por ser funcidn de da y dv. 
Obsérvese que 5 conserva el tíiismo signo para cualquier (da, dv). En las vecindades de 
un punto elíptico ía superfície está en un solo lado dei plano tangente en el punto y tie¬ 
ne la forma que se muestra en la figura. 


(ü) 


(iii) 







..£{Z'..c(Lo 


(a) LN — M 2 > 0 




:.V : ' C 

Fig, 9-6 


(«) LN-M* = 0 , 

. L 2 + M 2 + N 2 ¥> 0 


: rli :<r 


Caso hiperbólico: Se dice que un punto-es hiperbólico si LN — M 2 < 0. En este caso, 3 
será un paraboloide hiperbólico, como se ve en la figura 9-6 (ò), por ser función de (da, du). 
En este caso, existen en el plano tangente en P, dos rectas distintas que dividen al plano 
tangente en cuatro regiones en las cuales 3 es alternativamente positivo y negativo. 
Sobre las dos rectas es 3 = 0. En las proximidades de un punto hiperbólico, la super¬ 
fície se halla a ambos lados dei plano tangente como se vg en la figura. - . r - ,■ 

'aso parabólico: Se dice que un punto es parabólico si LN — M 2 = 0 y L- ~ M 2 + ’ 
N 2 ^ 0, es decir r si LN — M 2 = 0 y los coeficientes L, M y N no son todos iguales 
a cero. En este caso, S será un cilindro parabólico, como se observa en la figura 9-6(c), 
por ser función de ( du , dv). En este caso, sólo hay, en el plano tangente en P, una recta 
a lo largo de la cual es 3 = 0, en cualquier otro cáso, 3 conserva el mismo signo. Es de 
observar que en las vecindades de un punto parabólico la superfície misma puede hallarse, 
a ambos lados, dei plano tangente. Véase el problema 9,8;--' y 


>'jv 

.W.-Oíáii 


I 

■'J I 

ti 


é--"' 
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(iv) Caso plano : Se dice que un punto es plano si L = M = N = 0. En este caso es 8 = 0 
para cualquier (du, da). Y el orden dei contacto de la superfície con el plano tangente es 
mayor que en los casos precedentes. 

De acuerdo con el anterior análisis geométrico, es de esperar que las propiedades de un 
punto de ima superfície, bien sea elíptico, hiperbólico, parabólico o plano, no dependan dei 
tipo de representación de la superfície. Esto ocurre, y puede verificarse analiticamente. En 
efecto, si x = x*(9, <í>> es cualquier otra carta de la superfície, con base en las ecuaciones 
{9.11) se puede demostrar que en cada punto de la intersección es 

Como d(u, v)/õ{Õ, <j>) * 0, se colige que L*N* — M* 2 es positivo, negativo o nulo cuando lo 
séa LN — M 2 . De las ecuaciones {9.11) y de sus correspondientes inversas, se deduce tam- 
biln que L = M = N = 0 si y sólo si L* = M* = N* = 0. 


Ejemplo 9.5. 

Nos referimos al siguiente toro 

x = (5 + + {6 + a sen£)(senfl)e a + {a cos#)^ b > a 

En este caso, x &d = —(6 + a sen^){cos 9)e x — (5 + asen 0 )(sentf)e 2 

*o<t> = cos ^ sentf)e! + (a cos ^ cos â)e 2 

= — 1 sen^ cos — (asou ^ sene)e 2 — (ct cos 

N = {— cos 9 sén 0 }®! — (senfl son 0 )% “ (eos ^)e 3 
L = x QQ * N — (6 -f ctsen^)sen 0 M — * N = 0 N = x^*N — <t 

y LN — M 2 - a{b a sen^)sen 4 > 

Obsérvese que los segundos coeficientes fundamen- 
taíes sólo dependen de & Son constantes a lo 
largo de un paralelo 4» = Como quiera que 
0 < a < b, a{b -h a sen <J>) > 0 . Por tanto, el sig¬ 
no de LN — M* concuerda con el signo de sen <(>■ 

De esta suerte, LN — M* > 0 f para 0 < < -rc; 

LN — M 2 = 0, para 4 ) — 0 , o } 4 > = tu, LN — 

M 2 < 0, para * < $ < 2it. De modo que, tal 
cual se muestra en la figura 9-7* los puntos que 
están hacia la parte de afuera dei toro (0 < $ < w) 
son elípticos. En ese caso, la superfície se halla so¬ 
bre una de las caras dei plano tangente en h las vecín- 
dades de cada punto. Los puptos que están hacia 
la parte de adentro dei toro (w < <j> < 2rc) son 
hiperbólicos. En ese caso, en las proximidades de 
cada punto la superfície se halla en ambas caras dei 
plano tangénte. Los puntos que están en los para¬ 
lelos superior e inferior dei toro, es decir, aquellos 
para los cuales 4 » = O y $ - rc, son parabólicos. 

La naturaleza de la superfície en un punto plano se describe por medio de los términos 
de mayor orden que sigan en el desarrollo de x(u, v). Es decir, supongamos que x = x(u, u) 
es de clase C 3 y P = x(w, y) es un punto plano; entonces, 

x(u + du, v -I- dv) = x(«, v) + dx + idhc + idbc + o[{du 2 -I- dv a ) 3/s ] 
d = [x(tt + du, v + dv) — x(ií, «)] * tí 

= dx-N + 4d*x*N + + o[{du*+dv 2 Y f *\ 

= III + id 3 x-N + o[(du 2 + dv 2 ) 2 ' 2 } 



Fig. 9-7 


y 
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Como es L ~ M = N = 0 en P, tenemos II = 0. Por consiguiente, la superfície se aproxima 
por medio de 

3 = JíPx-N = i[xttuu*Nd« 3 + 3x«u® • N du 2 dv + 3*mw*N dudv 1 + Xw® • N du 8 ] 

= %[A du a + Bdu 2 dv + Cdudv 2 + Ddv 8 ] 

Si la cúbica Ax s + Bx 2 + Cx + D tiene tres 
raíces distintas, entonces existirán por P tres 
rectas que pertenecen al plano tangente en P, 
y que dividen este plano en seis regiones en 
las cuales 8 es altemativamente positiva y 
negativa. En ese caso, es § una funcidn de 
(du, dv) que describe una siUa de montar co¬ 
mo se muestra en la figura 9-8. Según la natu- 
raleza de las raices de Ax 3 + Bx 2 + Cx + D 
se presentarán algunas variaciones. 

Ejemplo 9.6. 

Consideremos la superfície 

x = + ve 2 + (« 3 + v 3 + w 4 )e 3 

En este caso, 

x u — + (3u a H" 4u 3 )c 3 , . x^ ~ 4* x uu — (6 íí 12 tt^)c 3 , x ul> 0, x^, 

N = [&u*+4u*F + 9v 4 + l]- l/í í-(3tt 2 + 4«**)ci - 3v*e 2 ' + e 3 ) 

"í" 24 íí)g 3 , x uuv 0, x uvu 

En u *= 0, v = 0, tenemos x uu = x UP - x T , 0, de modo que L^M-JV = 0yel punto es 
plano, La superfície en este punt^o viene descrita por 



& = Jfruuu ' N du 3 + $x ÜU0 * N du 2 dv + 3x ut?t? - N du dv 2 + * N dv 3 ) 


En u = O, v = 0, la funcidn es: 

& — J [6e 3 * e 3 du 3 + 6e a - e 3 dv 3 ] 

= du 3 + dv 3 

= (du + dv)(du 2 — dudv H- dv 2 ) 

En este caso, existe una sola recta, du + dv - 0, 
perteneciente al plano tangente, a io largo de la cual 
es 3 = 0. El segundo factor, (du^ — du dv + dv 2 ), 
es definido positivo, para todo (du, dv) real, En las 
proximidades de este punto, la superfície tiene la 
forma que se muestra en la figura 9-9, 



CURVATURA NORMAL 

Sean P un punto de una superfície de clase > 2, x = x(w, v) una carta que contiene 
a P y, x = x(u(t), v(t)) una curva regular C de clase C 2 que pasa por P. Se llama vector 
curvatura normal de C en P y se designa por k„, al vector que es proyeccidn dei vector curva¬ 
tura k de C en P sobre la normal N en P; es decir, c : í 

k„ = (k-N)N . ( 9 - 14 ) 

Obsérvese que k„ es independiente dei sentido de N. También es independiente dei sentido 
de C, pues k es independiente dei sentido de C. 

La componente de k„ en la dirección de N se denomina curvatura normal de C en P y se 
simboliza con k„. O sea, 

«„ = k * N (9.15) 
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En este caso, el sig n o k„. depende dei sentido de N. pero es indepeÁdieflte dei sentido de C, 


Recordemos que la tangente unitaria a C en P es el vector t = 


vector curvatura es k = ~ = 


dx 


át 


dx 

ds 


dx /1 
” dt/ I 


dx | 
dt | 


. y el 


De esta suerte, utilizando el hecho de que t es 


perpendicular a N a todo lo largo de la curva, de tal modo que 0 = ~ (t- N) = ^*N + 
* iení ^ rem03 


k*N = 


dt 

dt 


N / 


= -t 


dN 

dti 


dx j 
dt I 


dx dN 
dt dt 


! /l 


dx 

dt 


- -( 


du 


Xu dt + Xu dt 


! / 

/dx,ãx 
/ dt dt 

) • ( n 4 ! + n - b )/( 


dx. dN 
dt dti 


âv\ 




( du . dv\ 


Por tanto, 


L(du/dt) 2 + 2M(du/dt)(dv/dt) + N (dv/dt) 2 
~ E(déUdt) 2 + 2 F(du/dt)(dv/dt) + G(dv!dtf) 


(9:i6) 




Observemos que k„, por ser funcidn de du/dt y de dv/dt, sdlo depende de la razón 
(du/dt)/(dv/dt), es decir, de la dir ección de la tangente a C en P:~ ^refwg» f p alabrac. u&m una^ 
funcidn de los primeros y segundos coeficientes fundamentalesflos cuales sdlo dependen de P. 


Tenemos así el 
Teorema 9.2. 


N *) 


>. 

Todas las curvas que pasan por un punto P de una carta y <fcte sean tangen¬ 
tes a una misma recta que pasa por P tienen la misma curvatura normal 
en P. 


Supongamos, ahora, que C es una curva 
que tiene normal principal n en P, continua, 
y que el sentido de n a lo largo de C se escoge 
de modo que 0 ^ .4-.(o> N) — r/2 en P. De 
acuerdo con la ecúácidn (9.15), 

K tt = k'N = t*N — k(ü*N) — k COS a 

(9.17) 

en donde a = 2Ç.(n, N). Como sdlo de¬ 
pende de la direccidn de la tangente a C y 
cos a viene determinado por la direccidn de 
la normal principal a C, se colige que si cos 
« 0, la curvatura k de C en P está deter¬ 

minada inequivocamente por el plano oscula- 
dor de C, como se muèstra en la figura 9-10. 

Observemos que cos a = 0 si y sdlo si 
n es paralela al plano tangente en P o, lo que 
es igual, si y sdlo si coinciden el plano oscula- 
dor y el plano tangente. De este modo, tene¬ 
mos el 



Teorema 9.3. Todas las curvas de una superfície que pasan por un punto P y tienen en 
ese punto el mismo plano osculador, tendrán la misma curvatura k en P, 
supuesto que el plano osculador no sea tangente a la superfície. 

Del anterior teorema se deduce que, co n excepcidn de Ias curvas cuyo plano osculador 
sea tangente a la superfície, t odos l os p ósi bles valores de la curvatura de una curva que pasa 
por P, se piieden obtener considerando las curvas que se obtienen al cortar con planos que 
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pasen por P. En particular, supongamos que C es una curva que pasa por P , recortada por 
un plano que contiene A'N; es decir, supongamos que C es una ^sección, normal dò la ça.rta. 
Entonces, n-N = 1 y, de acuerdo coh (9.17), tenemos que k„ = k. En consecuencia, 

Teorema 9.4. La curvatura de una sección normal de una carta en un punto P es igual a 
la curvatura normal de la secciòn en P. 

Puesto que la 'curvatürá normal de C en P sólo depende de P y de la dirección de la 
tangente à C en ese punto, entonces podemos hablar de la curvatura normal en P en la direc¬ 
ción dw.dv, siendo du 2 + dv 2 t 6 Ó, y, de apuerdo con (9.16), escribir, 

_ Ldu 2 + 2 Mdudv + Ndv 2 _ II (Q *a\ 

*• ~ Edu 2 + 2Fdudv + Gdv 2 I ' 

Aqui, los dw.dv reciben el nòmbre de números directores de la recta en el plano tangente para¬ 
lelo ai vector x u du + x B dv. Los números directores du-dv y du': dv' determinan la misma 
recta si y sólo si son proporcionales, es decir, si y sólo si existe un X 0 tal que du = X du’ „ ■ 

„ A., _ 1 A.A . .. ... frfÁb... í>,ti « ü ! 


y dv = X dv' 


C /&J 

La ecuación (9.18) nos permite afirmar, por una parte, que k„ es invariante (en el miSmo 
sentido que lo son I y II) en toda trasformación paramétrica que conserve el sentido de N, 
y, por otra parte, que k„ cambia de signo en tqda trasformacidn paramétrica que inyierta_.el^ 
sentido de N, Ademâãj“como I es definida positiva, se colige que k„ es positiva, negativa 0 
nula siempre que lo sea II. Si P es im punto elíptico, entonces ^ 0 y conserva el mismo 
signo para todo du\dv. Si P es hiperbólico, *c„ es positiva, negativa o nula según ||sea dw.dv. 

Si P es parabólico, k„ conserva su signo y es nula pára la dirección en la que séa II = 0. 

En un punto plano, k„ = 0 en todas las direcciones. 


í/:cf 


Ejemplo 9.7. 

Consideremos la esfera de radio a dada por 

x = (a cos 0 + (a sentf sen 0 )e 2 + (a cos ^)e 3 


rv 


0 < 6 <2ir, 0 < 0 < jt 


En este caso. 


Xfl = — (asen# sen^)e! + (a cos# sen 0 )e 3 

= (a cos 6 cos 0)e x + (a sen# cos0)e 2 — (a sen0)e 3 
x eo “ —cos * sentei “ {a sen# sen0)fe 2 
x^ = —(a sen 9 cos ^)e x + (a cos 9 cos 0)e 2 

- — (d cos S sen$)e t — (a sen* sen 0 )è 2 — (a cos 0 )e 3 
N — —(cos# sen^Je! — (sen#sen 0 )e 2 — (eos 0 )e 3 


r= 7 ■> 

7 


'= 


a 2 sen 2 0 , 


L = x ee -N = asen 2 0 , 


F = x**x* =. 0, 
M — x^*N - 0, 


G = x, 


^■x* - a £ 


N ~ x^-N 


L d$ 2 4- 2 M dê + 2N dft 2 _ a sen 2 # + acfy 2 _ 

E do* + 2 Fdtidip + Gd<jP ~ a 2 sen 2 0 d # 2 + 


l/a 


Se ve que en este caso es = constante = 1 fa en todos los puntos y en todas las direcciones. Esto es com- 
patible con el hecho bíen conocido de que toda seccidn normal de la esfera en cualquier punto es una cir¬ 
cunferência máxima de radio a y curvatura l/a* 


Ejemplo 9,8. 

Consideremos la siguiente superfície x = -f ve 2 + (“ 2 ^ jy2 )®3 ^ 
Aqui es, x„ = e* + 2tte 3 , x„ — e 2 — 2iíe 3l x uu = 2e 3f x av = 0, 

N = (4m 2 -f- 4v 2 + l) _ 1 / 2 (™2we l + 2ve 2 -f e 3 ), E - 1 + iu*, F - 
L - 2(4w 2 + 4v 2 + l) _1/a f M = 0, N - -2(4u 2 + 4v* + 1)“^ 2 , LN - 


L ;. ' 

(f*' j 

Xvv = -2e 3 
-Auv, (7 = 1 + 4V® 

M 2 — —4(4w* + 4v 2 +1 )" 1 
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Obsérvese que todos los puncos son hiperbólicos. En particular, en el origen tenemos: 1*1, F = 0, 
G = 1, L = 2, ilí = 0 , JV = - » . - 2(rfí * 2 ~ dví) 


2 , de modo que 


Si suponemos que dú 2 + = 1 


díi 2 + dv% 

y hacemos du = cos 6 , dv = sen 6 ? tenemos que K n - 2 (cos 2 0 — sen 2 0 ) - 2 cos2G* De modo que, como 
se ve en la figura 9-11, varia de valores positivos a negativos dentro de los cuatro intervalos siguientes: 
—tt /4 - 9 — ir/4, tt /4 — ô — 3ir/4, 3ít/4 - 6 - 5ír/4, &?r/4 — $ - 7tt/ 4. La curvatura k de una seccidn normal 
por el origen variará, como lo hace entre —2 y 2 * 




CURVATURAS Y DIRECCIONES PRINCIPALES 


Necesitamos estudiar en detalle la curva¬ 
tura normal en un punto P de una superfície. 

En virtud de Ias propiedades invariantes de k„, 
podemos suponer que una vecindad de P se re¬ 
presenta por una carta de Mohge"dé la forma 

x = «ei + pe 2 + f^u,v)e 3 taí que x u = e t y.._ 

x„ = e 2 en P. Esto se logra colocando la super¬ 
fície de modo que P quede en el origen y el pla¬ 
n o tangente* coincida ,con eí XiX 2 , como se mues- 
tra en la figura 9-12. 



De esto se deduce que E = x u • x u = 1, F = x„ ■ x„ = ü, G = x s • x„ == 1, y 

~ Edv? + 2 Mduãv + N dv 2 _ Ldu? + 2M duâv + N dv 2 
K ~ Edu? + 2Fdu dv + Gdv 2 du 2 + dv 2 


Como K n sólo depende de la razón du/dv, podemos suponer que du 2 + dv 2 = 1 y hacer 
du = cos 6 y dv - sen 6. De esta suerte, 


k„ = L cos 2 0 + 2 M cos 6 sen 0 + N sen 3 0 


Por último, supongamos que ]k„| = l/r 2 y hagamos = r cos 0, x 2 = r sen O, para obtener 

1 _ 

±1 = hx\ + ZMxiXg + N%1 ‘ '■ , , r (9.19) 

La ecuación anterior determina una. sección cónica en el plano * 1 * 2 , llamada indicatriz de 
Dupin y es tal que Ia distancia r de un pünto (x : . x 2 ) al origen es el recíproco de la raiz cua- 
drada de |k„| en la dirección definida por cos 6 : sen 0‘. . > «e y. » Sf -> ^ ; ■ /, 

^ ' í(> c " ■■■■■ :: 

Si P es un puijttf elíptico, [LN — M 2 >0), la indicatriz será una elipse como se mues- 
tra en la figura 0-13(a). Si P es un punto hiperbólico, (LN — M 2 < 0),. la indicatriz está 
formada por un par de hipérbolas conjugadas (Fig. 9-13 (ôj). A todo lo largo de una de las 
hipérbolas, <„ es positiva y a lo largo de la otra k„ es negativa. Las asíntotas comunes-eorres¬ 
pondeu a las direcciones para las cuales es k„ = 0. En el caso parabólico (LN — M 2 = 0, 
L 2 + ÍV 2 + M 2 + 0), la expresión Lx f + 2MxiX Z + Nx\ se descompone en factores y la 
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indicatriz está formada por un par de rectas paralelas, como se ve en la figura 9-13(c) que 
están también en la dirección en que k„ = 0 , En el caso plano (L = M = N ~ 0) no existe 
indicatriz* 




(a) LN - 0 


(fc) LiV-M 2 <0 


Fig. 9-13 


(c) LN - M 2 = 0 
Lt + Mt+N 2 * 0 


Recordemos que j k„ j = l/r 2 para ver que, si la indicatriz existe y no es una circunferên¬ 
cia, entonces k„ adopta distintos valores máximos y mínimos, por ejemplo, y k 2 , en dos 
direcciones perpendiculares que son los ejes de la indicatriz. En un punto elíptico, supuesta 
k„ > 0 , vemos que el máximo, se alcanza en la dirección dei eje menor de la indicatriz, es 
decir, la mira ima distancia al origen, y el mínimo, k 3 , se alcanza en la dirección dei eje mayor. 
En un punto hiperbólico, el máximo, < 1 , es positivo y se alcanza en la dirección dei eje de la 
hipérbola a lo largo dei cual es k„ > 0. EI mínimo, k 2 , es negativo y se alcanza en la dirección 
dei eje de la hipérbola a lo largo dei cual es k„ < 0 . En un punto parabólico, supuesto que 
k„ > 0 , el máximo, K lt se logra en la dirección perpendicular a las rectas paralelas, y el mí¬ 
nimo, K 2 — 0 , en la dirección de las paralelas a la indicatriz. Las dos direcciones perpendi- 
cularès para las cuales los valores de llegan a ser máximos y mínimos, se denomman direc¬ 
ciones principales, y las correspondientes curvaturas normales, ki y k 2 , se llaman curvaturas 
principales. ,. n> . / j-, 


Falta considerar el punto elíptico en el caso de que la indicsítriz sea una circunferência, 
y el punto plano cuando no exista la indicatriz. En todo punto elíptico es «„ = constante 0 
y todas las direcciones se llaman direcciones principales. Análogamente, en el caso de un 
punto plano es k„ = constante = 0 y, nuevamente, todas las direcciones son principales. 
Un punto de la superfície en el que k„ = constante, se denomina punto umbilical. El caso 
elíptico recibe el nombre de punto umbilical elíptico. El punto piano se llama también punto 
umbilical parabólico. 



Ejemplo 9.9. 


(o) De acuerdo con el ejemplo 9.7, en cualquier punto de la esfera de radio a, la curvatura normal es k„ = 
constante = 1 /a. Todos los puntos de la esfera son puntos umbilieales elípticos y todas Ias direcciones 
son principales. 

(A) La ecuación de un plano es x = a + btt 4- cu, a, b, c = constante. En este caso es . x au - x u , = 
x t „ = Q. Por tanto, L = M = N = 0. Todos los puntos de un plano son umbilieales parabólicos o 
planos. Todas las direcciones de un plano son principales. 
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(c) De acuerdo con el ejemplo 9.8, la curvatura normal /n i- 
el origen de / - 7 r - 

x = ue t -F ve 2 + (u 2 — í? 2 )e 3 ^ ' / 

Mt'*:'** 

es K = P - Para du 2 -f dv 2 = 1, du = coa 0, 

n du 2 *F dv 2 

dv — sen 6, r 2 - 1/JitJ, - r cos 0, X 2 = r sen G, ob- 
tenemos 3a indicatriz — 2(a^ — x%). Estas son híper- 
bolas conjugadas, como se muestra en la figura 9-14* En 
este caso, el valor máximo de K n es 2 y se alcanza en la 
dirección dei eje x\. El valor mínimo de k„ es -2 y se 
alcanza en la dirección dei eje # 2 * Las direcciones de los 
ejesxi y *2 son ias direcciones principales* Fig* 9-14 

Supongamos, ahora, que x - x(u, v) es cualqi^r carte de 
P. En el problema 9.16 se demostrará el ? , pP ^ ^ ^ ^ 



(0,1/Vã} 

. - < o 

/ sw 

íV JÍ-) ÍX ff’ -'!wv 

f * f n ^ 0 

0 v\ 

/f 


/ fd/Vã,o} 

0 

K 


*t 


que contiene a 


Teorema 9.5* Un número real k es curvatura principal en P, en la dirección du : dv , si y 
sólo si Kj du y dv satisfacen las síguientes ecuaciones 


(L ~ kE) du + ( M — kF) dv — 0 
(M-KF)du + (N — KG)dv = 0 
en donde du 2 + dv 2 ^ 0 * 


(9.20) 


El anterior es un sistema homogéneo de ecuaciones que tiene una solución no trivial 
du, dv si y sólo si 

'L-kE M-kt y _ 0 

j\ í-kF n-kGJ a . -,< 4 ». r~/pj 


det 


kF\ 

kGJ 


o, desarrollando 


(EG-F*)J - (EN + GL — 2FM)« + "(LN — M*) 


En el problema 9,14 demostraremos que e! discriminante de la ecuación precedente es mayor 
que o igual a céro. De este modoj/rá ecuación tiene dos raíces real.es distintas, y k 2 , que son 
las curvaturas principales en uh punto^Vimbilical, o una sola raiz real, k, con orden de multi- 
plicidad dos, que es la curvatura èn un punto umbilicáU^Así, llegamos aí 

^ p* p -p J '- A ' ;/r ' 

Teorema 9.6. Un número k es curvatura principai s! y sólo si k es solución de la ecuación 


0 


(9.21) 


(EG - F 2 ) k 2 -/(EN + GL- 2 FM)k + (LN - M 2 ) 

C ,a i>. / 4 ? i 

Por último, observemos que en un punto umbilical todas las direcciones son principales. 
Pero, este caso sólo ocurre si y sólo si todos los coeficientes de las ecuaciones (9.20) se anulan. 
De esta suerte, tenemos el 


Teorema 9.7. Un punto es„unibilical si y sólo si los coeficientes fundamentales son propor- 
cionales, caso„..en eí cual la curvatura normal es 


k 

E 


M 

F 


N 

G 


(9.22) 


CURVATURA GAUSIANA Y CURVATURA MEDIA 

Si la ecuación (9.21) se divide por EG — F 2 , puede escribirse en la siguiente forma 


: 2 -2 Hk + K 


0 
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en donde 


H = + «*) 


EN + GL - 2FM 
2 (EG-F 2 ) 


es el promedio de Ias raíces ui y í 2 y se denomina curvatura media en P, y 


K = k ,k 2 


LN - M* 
EG-F* 


(9.23) 

(9.24) 


es el producto de las raíces y recibe el nombre de curvatura gausiana en P . 

Debido a que la curvatura normal k„ de una curvá a lo sumo cambia de signo al cambiar 
la orientación de la superfície, los valores extremos de k„ se conserva n como tales y, a lo sumo, 
ambos cambian de signo cuando se opere un cambio de orientacion (asi, pues, el máximo se 
convierte en mínimo, etc.). De esto se deduce que la curvatura gausiana K - es una 
propiedad invariante de la superfície, independiente dei tipo de representacion, Observese 
que EG - F* > 0, y, de este modo, el signo de K concuerda con el de LN - M 2 . Por lo 
cual, podemos enunciar el ‘ 1 


Teorema 9,8. Un punto de una superfície es elíptico si y sólo si K >0; hiperbólico, si y 
sólo si K < 0; parabólico o plano si y sólo si K “ 0* 





Ejemplo 9.10, 

(a) El ejemplo 9.9(a) nos permite ver que en todos los puntos de una superfície esférica de radio o* Ia cur¬ 
vatura gausiana es K — constante — 1 /a 2 . La curvatura media es H = ± 1 /a t de acuerdo con la 
orientación de la esfera, 

(b) Ei ejemplo 9,9(6) nos permite ver que en todos los puntos de un plano la curvatura gausiana es 0 
y la curvatura media es H = 0. 


(c) 


Consideremos el siguiente toro 

x - (6. 4 a sen^)(cos 0)e t + (ò + a sen0)(senff)e a 4 (a cos 

De acuerdo con el ejemplo 9.5 de la página 189, tenemos: E — (b + a sen 40^* G = a2 > L — 

(b -^Éisen 4>) sen $ M - 0, N = a. Segtín la ecuación (9.21), las curvaturas principales son Ias 

raíces de la siguiente ecuación 

a 2 (b + asentf) 2 * 2 — [a(6 4 a sen**) 2 4 a 2 (b + a sen#} sen#]* 4 a(6 4 <t sen#) sen# — 0 


Aplicando la fórmula de la ecuación de segundo grado, tenemos 


(b H- 2a sen#) ± 6 

2 a(b 4 a sen#) 


sea, Ki 


__ 26 4 2a sen# __ !_ * que es j a curva t U ra máxima, y 


sen # 


"que es la curva- 


2a(b 4 a sen #) a * w ò + a sen # 

tura mínima. Observese que ^ es la misma en cualquier punto e igual a Ia curvatura de la circunferência 
que engendra al toro, La curvatura mínima, icjj, varia de acuerdo con # a Io largo de un meridiano, Esta 
alcanza su máximo, 1/(6 4 a) en el paralelo extremo exterior <J> = *12; es nula en los paralelos <j> - 0 
y <f> = t:; y adopta su mínimo, -1/(6 - a ), en el paralelo extremo interno, <f> = —*/2, La curva- 

„ __ sen# 

tura gausiana es K - *i* 2 - + a se n#) ‘ 


LÍNEAS DE CURVATURA 

Supongamos nuevamente que P es un punto que pertenéce a una carta x — x(u f u) de 
una superfície de clase ^ 2. En el problema 9,24 de la página 209 demostraremos el 

Una dirección dada por du : dv es dirección principal en P si y sólo si da y 
do satisfacen la ecuación 

(EM - LF) du 3 4 (EN - LG) du dv 4 (FN - MG) dv* = 0 (9.25) 


Teorema 9*9* 
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En un punto que no sea umbilical, anterior se puede demostrar factorizando la expre- 
sión precedente en dos factores que serán ecuaciones lineales de la forma Ada + Bdv = 0 
para el caso en que las dos direcciones principales sean perpendiculares. 

Observese que, como la curvatura normal de una curva es invariante, salvo el signo, 
se colige que las direcciones en las cuales adopta sus valores extremos, es decir, las direccio¬ 
nes principales, son también invariantes, En particular, six*(6^<Í0 cs cualquier otra carta 
que contiene a P, entonces dfl ; d$ define una dirección principal si y sólo si db = 6 U du +; 
6 'cGT y d<> = du + dv t en donde du : dv es una dirección principal en P respecto 
de x = x(u ? v). 

Ahora bien, toda curva de una superfície cuya tangente en cada punto se halla a lo 
largo de una dirección principal se denomina tínea de curvatura . De esto se deduce que una 
curva es una línea de curvatura si y sólo si en cada punto la dirección de su tangente satis- 
face la ecuación (9.25) para alguna carta x = x(u, i?) que contenga el jpunto. De ^quí se 
colige que la (9.25) se puede considerar como una ecuación diferencial para dos famílias de 
líneas de curvatura. De acuerdo con el teorema de existência y unicidad relativo a ecua- 
cdònês "óHferenciales, existen las soluciones de (9.25) si los coeficientes son de clase C l * En 
esta forma tenemos el 


Teorema 9*10* En lá vecindad de un punto que no sea umbilical, perteneciente a una su¬ 
perfície de clase ^ 3, existen dos famílias ortogonales de líneas de curvatura. 


Ejemplo 9,11, .. 

Consideremos la siguiente superfície 

x — ue i 4 4 (w 2 4 

Es posible calcular: £ = 14 F = 4 uv, G = 1 4 
AvK L = 2(4rt 2 4 4u 2 4 1)-V2, M = 0,'N = 2(4u 2 4 
4i> 2 4 l)^ 1 / 2 . Si el resultado obtenido al aplicar la (9.25) 
se divide por —8(4it 2 4 4u 2 4 1) - U2 ? tendremos 

o (udu + v dv) (vdu — u dv) - 0; ó ^ 

u du 4 v dv - 0, v du — u dv = 0 

La fiolución de ía primara ecuación es la família de cir- 
cunferenci as_u 2 4 = r 2 y Ia solución de la segunda 
es ía fámilia de rectas, u - bv> que pasan por el origen. 
Las imágènés de estás dos fámilias de curvas, sobre la 
superfície, son las líneas de curvatura, como se muestra 
en ta figura 9-15. Obsérvese que en el origen, u - 0, 
u = 0, tenemos: E - 1, F = 0, G = 1, L = 2, 



M =';0, N = 2. Los prlmeros y segundos coeficientes 
fundamentales son proporcionales y tenemos un punto 


umbilical en eí que todas las direcciones son principales 

Í-J tít •-? r -- - , A . -y? ; A ./ £ - L ‘ ' 


Fig.9-15 


Como consecuencia dei teorema 9.10, si uná supetfieie'eísufícíentemehte siiave, es posi¬ 
ble introducir, en las proximidades de un punto P que no sea umbilical, una carta Jocal de 
clase C 2 tal que las curvas de parâmetro u y las de parâmetro v sean a la vez Jas líneas de 
curvatura. Sin embargo, en muehos problemas es suficiente tener una carta local de clase C 2 
que contenga aPy tal que las curvas de parâmetro ü y las de parâmetro v estén sencilla- 
mente en la dirección principal. En el problema 9.21 demostraremos el 


* // ^ 


Teorema 9.11. A todo punto P de una superfície de clase ^ 2 corresponde una carta local 
que contenga a P y tal que Ias direcciones de las curvas de parâmetro u y 
v en P sean direcciones principales, 

Supongamos, ahora, que en un punto P no umbilical de una carta, las direcciones de las 
curvas de parâmetro u y las de parâmetro u son direcciones principales. Puesto que x u — 
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lx u + Ox, es tangente a las curvas de parâmetro u y x, = 0x„ + lx, es tangente a las 
curvas de parâmetro v, se infiere que en P, du = 1, dv = 0 y do = 1, du - 0 deben 
satisfacer la ecuación (9.25). Al sustituir, hallamos que 

FN - MG = 0 y EM - LF = 0 

Recordemos, además, que en un punto no umbilical las direcciones principales son ortogo- 
nales. Por tanto, según el teorema 9,1 de la página 184, es F = 0 en P y en esta forma, 
MG — EM = 0. Por último, como I es definida positiva, es E > 0 y, por èllo M = 0. 
De modo que F — M - 0 en P. La recíproca es también verdadera. Por lo tanto, podemos 
enunciar el 

Teorema 9.12. Las direcciones de las curvas de parâmetro u y de parâmetro v en un punto 
no umbilical de una carta son las mismas direcciones principales si y sdlò si" 
F = M = 0 en dicho punto. 

Como consecuencia de este teorema tenemos el ^ 

/ 

Corolário; Las curvas de parâmetro u y las de parâmetro v de una carta que no jfosea 



Si en un punto de una carta lás direcciones de las curvas de parâmetro u y de parâmetro 
v son principales, las curvaturas principales pueden expresarse en forma sencilla. Para vèr 
que es así, supongamos en primer lugar que P no es un punto umbilical. En ese caso, según 
el teorema 9.12, es F — M = 0 en P y las ecuaciones (9.20) que proporcionan las curva¬ 
turas y direcciones principales en P se reducen a (L — kE) du = 0 y (N — kG) do = 0 . 
Como du = 1, dv = 0 son los números directores de la curva de parâmetro u que pasa por 
P, se deduce que Ia curvatura principal en esta dirección es = L/E. La curvatura prin¬ 
cipal en la dirección de la curva de parâmetro v es = N/G yse obtiene utilizando du = 0 
y dv ■* 1. En segundo lugar, si P es un punto umbilical, en cualquier caso, según el teorema 
9.7, k = L/E = M/F = N/G. En esta forma, hemos demostrado el 

Teorema 9.13. Si las direcciones de las curvas de parâmetro u y de parâmetro v en un 
punto P de una carta son principales, entonces las curvaturas principales en 
P vienen expresadas por 

K! = L/E y K 2 = N/G 

Corolário: Si las curvas de parâmetro u y de parâmetro u de una carta son líneas de curva¬ 

tura, entonces todos los puntos -£§ las curvaturas principales se expresan por 

k, = L/E y k 2 - N/G 


Ejemplo 9.12. 

Consideremos la eiguiente superfície 

x - M*! + V9 2 + (a 2 + ti*)e 3 

Según el ejemplo 9.11, eus líneas de curvatura son las imágenes de las circunferências u 2 + v s — r 2 y las 

rectas u = bv. Las líneas de curvatura pueden introducirse como líneas de parâmetro por medio de la si- 

guiente trasformaciún de parâmetros: u = r cos 0, i> = r sen 0. Así, se llega a Ia siguiente representaeiún 

x = (rcosfl)ei + (rsen 0 )e 2 + r 2 es, r > 0 

Es posible bacer el cálculo que conduzca a mostrar que en este caso, los primeros y segundos coeficientes 
fundamentales tienen la forma más sencilla: E = r 2 , F = 0, 0 = 1+ 4 r 2 , L = —2r 2 (l + 4r 2 ) -1 / 2 , 

M = 0, N = — 2 ( 1 + 4r 2 )-i/ 2 , y Jas. curvaturas principales son; ki = L/E — — 2(1 + 4r 2 ) - V 2 y k 3 ** 

N/G =. - 2(1 + 4 r 2 )~VK 
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FORMULA DE RODRIGUEZ 

Supongamos que du : dv séa una dirección principal en un punto P de una carta y * la 
curvatura principal correspondiente. Entonces, según las ecuaciones (9.10), (9.12) y (9.20), 
tendremos 

(-N„ • X a — «Xu * Xu ) du + (“Nu ■ X« - kX 0 • Xu) dv = 0 

(-Nu • Xo — kXu • x v ) du + (—No • x« - kXu * Xo) dv = 0 ; v" 

o sea, [(Nu du + N V dv) + *(x a du + x 0 dt>)] * x„ = 0 . V 

[(Nudtt + Nodt?) + k(x u du + Xo dv)} • Xo = 0 Cô^ ÍJrí y ' " ^ 

o sea, (eJN + «dx) • x u = 0, (dN + «dx)-x» = 0 ^ ’ : 

Pero, dN + k dx es paralelo al plano tangente en P pues dN y dx lo son; y los vectores x u 
y x t son independientes. Por tanto, dN.-j- k dx = 0, o sea dN = — k dx. De modo que si 
la dirección de un vector dN es-la misma de la dirección principal, ese vector es paralelo a 
dx y viene dado por dN = — < dx, siendo k la curvatura principal en esa dirección. El recí¬ 
proco de esto se demostrará en el problema 9.23 de lá página 209. Tenemos así el 

Teorema 9.14. La dirección du : dv es una dirección principal de un punto de una carta si 

y sólo si parállgún escalar k, dN = N u du + N, dv y dx = x u du + x B do 

cumplen la igualdad ”.. 

,.dN = -Kdx (9.26) 

Cuando esto ocurra, k será la curvatura principal en la dirección du' : dv. 

La fórmula anterior, que caracteriza completamente las direcciones principales, se deno¬ 
mina fórmula de Rodríguez, y debería aprenderse de memória. 



LÍNEAS asintoticas. famiuas conjugadas de curvas 

Cualquier dirección en un punto de una carta, recibe el nombre de dirección asintótica, si 
II = Ldu 2 + 2M du dv + Ndv 2 = 0 (9.27) 

Como k„ = II/I y I es definida positiva, las direcciones asihtóticas son también las direc¬ 
ciones en las cuales k„ = 0, En un punto elíptico no ..existen direcciones asintóticas; en un 
-í^punto hiperbólico existen dos direcciones asintóticas diferentes; en un punto parabólico existe 
una dirección asintótica, y, en un punto plano, tqdàs las direcciones son asintóticas. 

Toda curva de una superfície que' sea tangènte a una dirección asintótica en cualquier 
punto, se denomina línea asintótica. Én esta forma, una curva de una superfície es una Ünea 
asintótica si y sólo si la dirección de la tangente a la curva en cada punto satisface a (9.27) 
pára alguna carta x = x(u, v) que contenga el punto. En un punto hiperbólico, esta ecuación 
tiene dos fa ctores, reales y diferentes, de la forma Adu + Bdv = 0 qué pueden considerarse 
como las ecuaciones diferenciales de primer orden de las líneas asintóticas. Al igual que en el 
caso de las líneas de curvatura, tenemos el 

Teorema 9.15. En un entorno de un punto hiperbólico de una superfície de clase S: 3 exis¬ 
ten dos diferentes familias de líneas asintóticas. 

Si las curvas de parâmetro u y de parâmetro v de un sector son, además líneas asintó¬ 
ticas, entonces, en cada punto la ecuación (9.27) deberá satisfacerse cuando du = 1, dv = Ô 
y du = 0, dv = I. Por tanto, L = N = 0. El recíproco es también verdadero. De ello 
sacamos el 
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Teorema 9.16. Las curvas de parâmetro u y las de parâmetro v de una carta, son líneas 
asintóticas si y sólo si en cualquier punto suyo, es L = N = 0 


C..A 


■( . / o< 


ju - / 

r > 0 




Ejemplo 9,13. 

Consideremos la siguiente superfície 

x = (r cos í)e x 4 (r sen e)e 2 + (log r)e 3 , 

Haciendo los cálculos a que haya lugar se ve que 

L - '-r/(l +r2)i/2, M - 0, 2V - l/r(l + r2)i/2 

^A1 multiplicar la (9.27) por (1 4- r%) W2 se obtiene la ecuación diferencial — rd%- -f dn jr = 0 o de + drjr = G, 
■ de — dr/r = 0/ Esta tiene la solución 6 -f u — logr y 8 + tf = — log ^ en donde u y v son las cons¬ 
tantes de integración. Las imágenes de estas curvas sobre la superfície, son dos familias de líneas asintóticas. 
Si se resuelven Ias ecuaciones para 6 y r en funçión de u y v se tiene; 9 — — (u + v}/2, r — e <u ~ u>/2 , Entonces 

; x - + + e ív ’“ t7>/2 (sen^(!A 4 v))e 3 + “ v)e 3 

que es una parametrización de la superfície por medio de líneas asintóticas^ : -■■■. - 


U.&íz 


Recordemos, ahora, que, en cualquier punto de una curva de una carta, la curvatura 
normal es 

k„ = II/I = k* N 

siendo k el vector curvatura de Ia curva. Concluímos, pues, que una curva es una línea asm- 
tótica si y sólo si en cualquier punto suyo es k • N = 0; es decir, si y sólo si es k = 0, o si 
k es perpendicular a N. En esta forma, tenemos el 

Teorema 9.17. Una curva de una superfície es una línea asintdtica si y sólo si todo punto 
de la curva es de inflexión (k = 0), o si el plano osculador en el pupto es, 
tangente a la superfície. /,/' r_ ... ^ ^ i; K.) v# 

Pusstò que a todo lo largo de una recta es k ■ 0, tenemos el j, 

f'. ' ." " ' I' ■ + . 

Corolário; Toda recta de una superfície es una línea asintótica. i 

Para los~casos de líneas asintóticas, diferentes de las rectas, en el problema 9.30 de la 
página 211, demostraremos el 

Teorema 9.18. (Beltrami-Enneper). En cualquier punto de una línea asintótica, que no. 

sea una recta, la torsión cumple la condición ■ 


-K 


'iv- 


en donde K es la curvatura gausiana en el puntrf consj 

"Se dice que una dirección Ba : lv en un punto de una carta es conjugada de la dirección 
du : dv si 


r 


âx • SN =. 0/ 


(9.28) 


en dondq/ãx = x u du 4- x„ dv y 8N = N u Bu + N„ Sd. Al desarróllar, utilizando la (9.70), 
encontramos que la expresión anterior es equivalente a la siguiept@ : 

L du Sm + M(du.&v + dv 8w) + N dv&v = .0: (9.29) 

Observación. Debido a la simétría, se deduce que du : dv es también conjugada de iu ; lv, 
de modo que podemos hablar de las direcciones conjugadas du : dv y Bu : Bu. Obsérvese, 
adeipás, que una dirección asintótica es conjugada de sí misma.y , 7 --V ■.'■ú ; 

| Si se da una dirección arbitraria, du : dv, entonces ía expresión (9.29) es la ecuación lineal 

(L du + M dv) Su + (M du + N dv) 8v = 0 

en Bu: Bu. En el problema 9.29 se demostrará que esta ecuación tiene la solución, única, 
Bu : Bo, si LN — M 2 ^ 0. Tenemos, pues, el 
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Teorema 9.19. Enun punto elíptico o hiperbólico de una superfície, .cada dirección tiene 
una única dirección conjugada. 

Se dice que dos familias de curvas de una superfície son familias conjugadas de. curvas, 
si en cada punto las direcciones de sus tangentes son conjugadas. Dada, en el plano de parâ¬ 
metros, una família de curvás f(u, u) = Ci de un solo parâmetro, la ecuación (9.29) sé puede 
considerar como una ecuación diferenpial de primer orden de una familia conjugada g(u, v) = C 2 . 

Si las curvas de parâmetro u y Ias de parâmetro v de una carta son a la vez familias de 
curvas conjugadas, entonces, en cada punto, los valores du = 1, dií = 0 y Bu = 0, Su = 1, 
deben satisfacer lá ecuación (9.29). Sustituidos tales valores en (9.29) se tiene que M = 0. 
La recíproca es también verdadera. Es decir, llegamos al 

Teorema 9.20. Las curvas de parâmetro u y las de parâmetro v de una carta son familias 
conjugadas de curvas si y sólo si en cada punto es M = 0. 

Obsérvese que, como consecuencia de este teorema y dei corolário dei teorema 9.12, se tiene el 

Corolário: Las curvas de parâmetro u y las de parâmetro v, pertenecientes a una carta que 

carèzca dé puntos umbilicales, son familias conjugadas y ortoçonales de curvas 
si y sólo si son líneás de curvatura.” 

Ejemplo 9.14. f'' y f' ' 

Consideremos la siguiente superfície (véase el ejemplo 9.11) 

x - wei + ve 2 + (“ 2 + v 2 )*3 %>. . çy íA ^s r -à'} ‘ 

En este caso, L = N = 2(u 2 + u 2 + 1) _1/2 , M — 0, Obsérvese que la superfície ya qw*# representada por 
familias conjugadas .de curvas de parâmetros, pues siempre es M — 0, Consideremos, ahora, la familia de 
curvas pertenecientes al plano de los parâmetros y que viene dada por f(u, v) = u 2 + u 2 = Cf. Como es 
df - f a du + /„ dv - 2u du 4- 2v dv = 0, entonces tenemos que du : dv = f v ; —f il = —v ; u. Utilizando la 
(9.29) y dividiendo por 2(1 + + v 2 )~ 1 / 2 se llega a la ecuación — u + u Bu = 0, cuyas soluciones son 

los miembros de la familia de rectas u = C 2 v , Las dos familias de curvas u* -f v? m =_Cf y u = C%v defi- 
nen en la superfície dos familias conjugadas de curvas que son, en realidad, las Hneas de curvatura. 


Problemas resueltos 

PRIMERA FORMA FUNDAMENTAL. LONGITUD DE ARCO. 

AREA DE SUPERFÍC IE 

9.1. Demostrar que la primera forma fundamental sobre la superfície de revolución siguiente 

x = /(í)(cosí)ei + /(í)(sen0)e 2 + gf(t) e3, 
es I = /W + (f 2 + 0 dt* 

x e ~ — (f eeneje! + (/ cos e)e 2 , x, — (/' cos í)e! -f (/' sene)e 2 + g’e 3 
E = x e ’x 9 = /®, F = Xs*Xt — 0, G — x ( *x t = f' 2 + g’ 2 
de lo cual se deduce el resultado que se buscaba. 


9.2. 



Hallar la longitud dei arco u = e eícotB)/v ^, 9 = 6, 0 — 9 — ir, >3 = constante sobre el 
cono descrito por 

., x = (tt cos Ô)ei + (« sen S)e 2 + ue3 

U, J > ■ '"X 

E = x 8 • x e — u 2 , F — xg • x„ = 0, G = x„ • x„ = 2, du/do = «(cot p)/V2, de/de = 1. 
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Q 




-g. I + 2F ^ T* + G 

da de 


i)] 


.5# 




[ít 2 4 (cot^0)u*] 1/2 d0 — vTT^ff J tí 




i/K 


Y ' P à ^ /£ 

7 ^ - Vl 4 cot 2 ff f ( e irtc°tin^V 2 _ 1 ) 


X, 


^ /!*■ Lr ''í 1 ^ 




cos ff 


- .■ í£ ■ 
óX \ 


r que es el r^uitado que ee requerí^ 

£ .[/+Co&fiíjY2.. - 

9.3. Demostrar que la curva dei problema 9.2 corta las rectas generatrices, 6 = constante, 




í£>t 


dei cono bajo un ângulo constante {J* 

(âxfda) * x u (x e (da/de) 4 x^idu/de)) - x u 


cos 2^ 

tôS 1 , 


(ê ,Xu ) t( 




^ ..-**■ 

3.So£fc*íL>í 


^f|dx^| |xj | x 0 (da/da) -I- x u (du/da)\ Jat*] i/E 4 F(du/âa) 4 G(dw/dí) 2 

^ ) y^T^/cfo) _ m cot ff _ cot ff _ 

YY 2 + 2{d?jt/dí)^' V^ 2 + cot 2 ff Vl + cot 2 ff ^ 


- que^r^ lo que se queria demostrar 


n- -Y’- / 


v "o 


9.4. 


Si la prímera forma fundamental de una carta es de la forma I = du 2 +, f(u, w) dv 2 , 
demostrar que las curvas de parâmetro v . l determinan segmentos iguales sobre las 
curvas de parâmetro u. Obsérvese que, por ser 
F =* 0, las curvas de parâmetros son, además, 1 
ortogonales. En este caso, se dice que las cur¬ 
vas de parâmetro v son paralelas, como se ve 
en la figura 9-16. 

La distancia sobre una curva de parâmetro u (u = u, 
o = t>o), tomada entre u = ui y u = U3, ui < « 2 , 


,:0 


£ 


J ttj 

[( du/du ) 2 + f(u t v G )(dv/du) 2 ] 1/2 du 


. :%■ ‘ ' 


7 Como du/du = 1 y dv/du = 0, tenemos 

' o) ■< =„r 


- li 


s s ~ ^ - , , du — u 2 — Ut 

r[ C f £‘iK’ 1 -- 








^ lo cual demuestrÚ que d es la mísma paxa todo v = uoí 

^ ^ 






t 

d „ V 

£1 






-Í*'Q( 

Y 

'7-4 


yv. 


N Fig. 9-16 


9.5. 


^ /ÍX^ÍáP'.: CS^- ■ 

Demostrar que si una superfície está representada por f(xi t x 2r x$) 


■ r<ê iá 7 i^tíi 

; J fíX^\ í> 1 v ^ >r ■ 

C, tenemos que 

/ Tl dXi H- fx^dxz + = 0, en donde dx = {dx u dx 2í dx 3 ) es cualquier vector 

tangente a la superfície en P(x u x 2í a: 3 ). 

Supqjigamos que x — jci(í)ej -f- % 2 (t ) e 2 + cs una curva regular de la superfície y 

que pasa por P(*i, x« t X 3 ). Entonces, para todo t , f{x\ (í), x 2 (t) t x 3 (í)> = C> Por tanto, df/dt 
f x ^dx^dt) -1- f^.J í dx 2 ídt) -r f z ^dxjdt) = 0, O eea, si dx = dxi e* 4- dx 2 «£ 4 dx$ e 3 es cualquier vec¬ 
tor perteneciente al plano tangente en P f entonces f x dx x + / T dx 2 + f x dx% = 0. 


9*6* Demostrar que la írasformacidn de parâmetros u = senh t, cj) = 0 ? —<=q <í<oo ? 
0 < 8 < 2^j entre los puntos pertenecientes al plano de los parâmetros de la super¬ 
fície de revolución M u dada por 

x = (cosh t cos #)ei + (cosh £ sen 0 )e 2 + tes t 0 < $ < 2tt 

y los puntos dei plano de los parâmetros de la conoide recta M 2í dada por 

y - (u cos <£)ei + {u sen^)e z + ^ 3 , 0 < <f> < Zr 

determina una correspondência inyectiya entre los puntos de las superfícies, tal que 
las primeras formas fundamentales concuerdan sobre vectores correspondientes. 
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Fig. 9-17 

Como x y y son aplicaciones inyectivas dt sus respectivos domínios soPre las superfícies M\ y 
Jlf 2 y u senh t t (J> = 8, define una correspondência inyectiva entre los domínios, se deduce que 
la aplicaciòn compuesta x _ i, segtiida por la u — senhí, $ - 6, y luego seguida por Ia y, es una 
aplicacidn inyectiva de la superfície ik'i sobre la M 2 * 


Ahora, bien, en ei punto x(í, 0) de M\ tenemos: E = x 0 -x e = cosh2 t, F — x^-x^ — 0, G - 
Xí* xt = cosh 2 t e I = cosh 2 f(de 2 4 dí 2 ). En el punto, y(u* <i>) de M 2t E * - y* * y<ft - u 2 4 1, 
E* =■ y<í* Yu = O, G* - y u - y„ ~ 1 e I* - (w 2 4 1) d<J» 2 4 du 2 ; pero, u = senh £, <J> = 6, 

d$ — d6, du = cosh tdt Por tanto 


I* = (senh 2 £ 4 1) dü 2 4 cosh 2 í dt 2 = cosh 2 f(dfl 2 4 dí 2 ) 
que es el resultado que se buscaba. 

SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL 

9*7. Demostrar que la siguiente superfície 

x = Mei 4 ve 2 4 (ti 2 4 t; 3 )ea 

es elíptica si v > 0, hiperbólica si v < Ü r y parabólica si v = 0. 


éé&p 7- ?- y f. 




-u. - c --r- ■ 

■ ' ■ ■■■ ò ■ 


c7 u :: (.:■ :-7 ■ _7 a. 


N 


x u — ej 4 2tte 3í 

X tí XXfl 


|x tt X xj 


= 2*3> 


x v = e 2 4 3iffe 3 
(4 u 2 4 9v 4 4 l) _1/2 (—2í*ej — 3^2 4 e 3 ) 
= 0, x^, - 6ue 3 


L = x uu *N - 2(4íi 2 4 9^ 4 4 1)“ 1/2 , M = x uv * N = 0 

12t> 


N = x vv 'N = 6u(4w 2 49^ + l)-l/2 f LN - M 2 = 


(4fc 2 4 9v* 4 1) 



Como quiera que (4« 2 4 4 1) > 0 para todo (u, 1 ?), tenemos que LN — M 2 >0 si v > 0, 

LN — M 2 < 0 si v <0, y LN — Jlí 2 = 0 si v = 0. De esta suerte, la superfície es elíptica para 
valores de v > 0, hiperbólica para v < 0, y parabólica si v - 0, porque es L ?£ 0 para cual¬ 
quier (w, I/), 


9*8* 


Demostrar que la superfície dei problema 
9.7 se halla en ambos lados dei plano 
tangente en cualquier entorno dei punto 
parabólico ^(0, 0). 

En u - 0, v — 0 tenemos que x a = ei y 
- e 2 ; cn consecuencia, el plano tangente en 
P{ 0 ,0) es el plano coordenado £3 — Ó. La curva 
u - 0 , de parâmetro u, es Ia cúbica x = ye 2 4 
i? 3 e 3 que tiene ramas a ambos lados dei plano 
tangente a ella en cualquier entorno de P(0,0), 
como se muestra én la figura 9-18, 



Fig. 9-18 
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9.9. 


Demostrar que todos los puntos de la superfície tangente á una curva son parabólicos. 
La superfície tangente a la curva y - y(s), es x — y(s) 4 wt(s). En este caso, 
x s = y + ttt = t 4 uxn t = t 

uk b 


N " 


x u X x £ 


t + u*cn 4 uín = — uk 2 í 4 (uk 4 «)n 4 UK?h 


jx^Xx^l \ uk \ ’ * 

— t - Kn t = 0, L = x s& - N = \uk\ r, M = • N = 0, JV = * N = 0 

Por lo tanto, en cualquier punto es LN = M 2 = 0, que es el resultado esperado. r v ■< 

...... ' ■ / 

9.10. Demostrar que cualquier punto de la siguiente superfície de revolución ' 


x = /(f)(cos 6)ei + /(í)(senô)eg 4- fe 3 , f(t) > 0 - /' / 

es parabólico si y sólo si la superfície es un c ilindr o circular f = a, o un cono { = 
atj±, b, siendo a = constante ^ 0, b - constante. 

— f t" 


Se puede calcular que L — 


[14/' 2 ) 1 ' 2 ’ 

LN - m 


M=: ft N =* 


[ 14/' 2 ] 1 ' 2 


Por tanto 


-ff- 


r 2 


Puesto que f > 0, LN — M 2 = 0 si y solo si/" = 0. Es decir, si y sólo si es / = a ^ 0, o 
/ — at + b, a ^ 0, con lo cual se completa la demostración. 


9.11. Demostrar que, en un entorno de un punto elíptico, una superfície se halla toda ella 
en una de las caras dei plano tangente. 

Seap, P = x(w, y) un punto elíptico y Q = x(u 4 du t v 4 du) un punto vecino de P. Recor¬ 
demos que d = PQ * N = £11 4 o (du 2 + dv 2 ) t en donde £JI ~ du 2 4 2M dudv 4 N dv 2 ) es 

un paraboloíde elíptico en (du, dv) que conserva el mismo signo para todo {du t dv), y es igual a ceio 
si y sólo si da =0, dv = 0. Sin que se píerda generalidad, podemos suponer que ^11 — 0, Con- 
vengamos ahora que du = r cos 8, dv = r sen 8 y consideremos la siguiente magnitud 


II 


2 du 2 4 dv 2 


1 L dv 2 4 2 M du dv 4- N dv 2 

2 du 2 + dv 2 


(L eos fi e 4- 2 M cos o sen & 4 N sen s fl) 


Pero, esto es precisamente -£11 avaluado en la circunferência unitaría du = cos 0, dv = sen 8. Co- 
mo^II es continua y mayor que cero en la circunferência, entonces ^11 f(du 2 4 dv 2 ) alcanza un 


valor mínimo m > 0/ Escojamos, ahora, un e tal que 
entonces será 


o(df^ 2 4 dv 2 ) 
dú 2 4 dv 2 


< m para du 2 4 dv 2 < c 2 . Pero, 


d 


II- 


du 2 4‘ dv 2 


" of du 2 4 dv 2 ) 
2 âu 2 4 dv 2 du 2 4 dv 2 


para 0 < du 2 4 dv 2 < e 2 


En consecuençia, d ^"0, o sea que Q está situada en la misma cara dei plano tangente para du 2 + 

dv 2 < if 2 , con lo cual queda completa Ia demostración. , ^ 

- ..■■■ .■■■ ^ £*-■ ' 

.' L: ; ■ J. » ■ 'Jr . ■ 




•11 


zò ÜM >* 3 m £ ** 


* 

i T/ 

^ 1 y- \r 


CURVATURA NORMÃÍCURVATURA GAUSIANA Y CURVATURA MEDIA 

9.12. Haliar el vector curvatura normal, k„, y la curvatura normal, tc„, de la curva u = í 2 , 
v = t, de la superfície x = wej + ve 2 + (u 2 + v 2 )e s en el punto t = 1. 

/ E = 1 + 4« a , F = 4 «V, G = 1 + 4v 2 , N = (4 u 2 + 4v a + l)~i/2(-2íte 1 - 2«e 2 + e 3 ), L = 
I t /2(4w 2 + 4v 2 + l)-!/2 M = 0, N - 2(4w 2 -I- 4v 2 + l)^ 2 , du/dt = 2í, dvldt = 1. 

En í - 1: ií = 1, u - 1, E = 5, F = 4, O - 5, N = -l/3[2ei+ 2e a 
M = 0 f N = 2/3, du/dt = 2, dv/dt = 1. Y en consecuencia 


1 . '/ 


L(du/dt)Z + 2M(du/dt)(dv/dt) + N(dv/dW ■ 

E(du/dt) 2 + 2 F(du!dt)(dv/dt) + G(dv/dt) 2 


y f 

; 10^ 

123 


© 3 L L — 2/3, 


* 

y. k„ = k„N 

* 


r M-iX * 1 

í:, . ttí 


10 

369 


[2ei 4 2©2 — £ 3 ], Q^e es el resultado que se requeria. 


y\U. s \ 
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9.13. 


Sea L una recta tangente a una superfície en 
un punto P, en una dirección en Ia que k„ t* 0 
(o sea, una dirección que no sea asintótica). 
Demostrar que los círculos osculadores de to¬ 
das las curvas que pasan por P y son tangen¬ 
tes a £ están situados sobre una esfera, â/ 
Sea C una curva tangente a L en P. Como 
x n = k * N ^ 0, se desprende que k ^ 0 y entonces 
se puede escribir: - k(ií. *N) = kxos a, en donde, 

al escoger a N de modo que sea íj 0 y n está en la 
dirección de k, se tendrá que k rt i ^> 0, k > 0, y 
0 < a = ^(n,N) ^ tc/ 2, Supongagios, ahora, que 
p = 1 /k, ií = 1/K n ; entonces, p cos a, siendo 
R — constante y| el radio de curvatura dei círculo 
oscuiador de C, De aqui se desprende que el círculo 
osculador es la íntersección dei plano oscuiador con 
la esfera de radio R t tangente al plano tangente en 
P t como lo muestra la figura £M9. Y este es el re¬ 
sultado que se esperaba. 



Fig. 9-19 


9.14. 


Demostrar que el discriminante de la ecuación - 

(EG - F*y - (EN + GL- 2FM) K + (LN-M 2 ) - 0 
es mayor o igual que cero,- e igual a cero si y sólo si L/E = M/F — N/G, 

El discriminante es: [EN + GL 
mostrarse, es identicamente igual a 

f EG - F 2 


2FM)2 — 4 (EG — F 2 )[LN — Aí-;, que, como puede de- 


l ( EG E i~ ^ (EM ~ FL) 2 + [EN - GL ~ ^ (EM - FL>] 5 


Ã -— 


Por tanto, el discriminante es mayor que cero o igual a cero, Como es EG — F 2 >0, la expreôión 

5 E 1 

anterior es igual a cero sí y sólo si EM — FL = 0 y EN — GL — ~ (EM — FL) = 0* o, tara- ? f 

bión, si y sólo si EM — FL = 0 y EN — GL = 0, o, también, sí y sólo si L/E — M/F ^ N /G* -- A '/£ ? .h f* 


^.. 'T .. & 
& 

9,15, 


j&ç 

fí 




Demostrar que en cada punto P de una superficié existe un paraboloíde 


existe un na r a hnl oi d e mf" nua" 


quV 

curvatura normal de la superfície en P y en cualquier dirección, es la misma dei para- 
boloide. 

/ .. ; 

Supongamos que la superfície se traslada y se gira de tal modo que P queda en el origen y el 

plano tangente es el xiX 2 * En ese caso, se puede representar un entorno de P bajo la forma 

x = tt*! 4 ve 2 4 f(u,v)e 3 ; 

en donde, x(0, 0) =0, x u (0, 0) = x„(0, 0) - e 2 - SegiSn el teorema de ^ 

x = ííe t 4 v &2 4 ^(uu 2 4 2buv 4 + o(w 2 4 v 2 } { 

donde x uu (0, 0) = ae^, x u6 (0 f 0) = be^ y x p „C0, 0) = ceg, N{0, 0) = y de aqui K n - 

a A . ^ dv 4 ç dv 2 . SU p er fí c i e q Ue se representa por ia siguiente aproximación 
du 2 4 dv 2 

x* = ue í 4 ve 2 4 ^(oíí? 4 2buv 4 cv 2 )e 3 
es un paraboloíde, tangente al plano xjXj en u = 0, v = 0 y tal que k* = k 


A&V: 


í>. y ^>2 . 


que es el resultado ^ 




quése busca ba.. 




^ -/Ç : 


9.16. 


Demostrar el teorema 9,5, a saber: Demostrar que k 0 es una curvatura principai, de 
dirección principal du 0 : dv a , si y sólo si k 0 , du 0 , dv 0 satisfacen las síguientes ecuaciones 


(L — k c E) áUç + ( M— Kú F) dv 0 - 0 
(M- Ko F)du 6 + (N-i&dv, = 0 






'/f 


^ . 

X í^-1. 




f : 7 ^ 




fsr. 


u.e\ *- l 
■'> 

■ X\Ar 7- 


L 'd. " 

/ r. 


' "Y: ;■ 

Ut> y ' 1 

' 6 


-4 7 / 
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Supongamos que «o aea una curvatura principal, asociáda a 3a dirección principal duo : dv o. 
Recordemos que las curvaturas principales son los valores máximos o mínimos de la curvatura nor¬ 
mal De modo que, si 

II _ Ldvfi + 2M dudv + Ndv* 

*“ I Edxi? + 2Fdudv + Gdv* 

alcanza un máximo o un mínimo k© en (du^, dvo), entonces, de acuerdo con ei cálculo> se tienen las 
derivadas parciales 


d*n 
d du 

o t efectuando Ias derivaciones, 
X II|jy II I[j(i 


“ 0 




d 4v 


= 0 


P 


= 0 


(díi 0 ,dtj 0 ) 

X Hdu XX Idv 


Jí<íu 0í di? 0 > 

Multiplicando por I, se tiene„ " 0 \ 

«d. - j 


Pero, (II/I)[{du^^nrfííu^*du^J 


< d V d V 

Por tanto, 

<IU ff C)Irfu)| tdu n , du ft ) ^ y 


X a 


iu - jUv 


- 0 


(dw 0J dt? 0 ) 


- 0 


<du QM du 0 > 


(Ildu K oXdD)[cdu n ,du ft } 9 


n 


Como II da - 2Ldu + 2M dv, e I^ u = 2E du + 2F dv f etc,, entonces J,p■zZ&é f .tL 


f 


kl *-;(L du 0 H- M dv$) — k§(E du & + F du 0 ) = 0 

■tf ■■ •%> ■=+->) 4{tf i M du „ + N dv 0 ) - K 0 (F du 0 + Gdv„) = 0 

lo cual proporciona el resultado que se buscaba, Hecíprocamente,/ supongamos ahora que 
K a , du ü} dv af satisfacen las ecuaciones (a) antéríorèsl Entonces, Ko juntamente con laa 

curvaturas principales debefi satisfacer el siguiente determinante ^ 


dkfçcto 


í.tf.iÀt. „ .. . 

o, su desarrollo ^ 




'&c&t S$i 


•v det (. 


L - 
M ■ 


kE 

■ kF 


M 
N ■ 


,F\ 
kG / 


0 


^ Ko\ 

■ca 


... 

,.ú>. ; - 


(EG - F*)k 2 - {EN -3- GL - 2 FM)k + (LN - M 2 ). = 0 


/ ? - r * ■ <7 

^ ' ' ' Kh) T 

Supongamos, ahora^ue pjjl^un punto umbiUcal en el que la curvatura sea k. Puesto que K se toma ^r.. r 'f 
X- y ! ■*■ ei1 cua lQ u i er dirección, los coeficientes de Ta) deberán ser todos iguales a cero, es decir, k — E/L — 

^ 1 Af' M /F — N /G. Pero, en este caso, dei problema 9.14 se desprende que la ecuacíón ( b ) tieneuna sola 

/ , f raíí con grado de multiplicidad igual a dos* y por ello es k = Ko- En esta forma *íq es la curvatura 

principal y cualquier dirección, incluyendo la du$ : dv o, es una dirección principal. Si P es un punto 
^umbilical, entonces Ko debe ser una de las dos r a ices, diferentes, de (6), vale decir,Xxná^dê _ Iaã^dos 
^curvaturas principales en un punto que no es umbilical, cuya dirección principal sea duo ; óvq. Esto 
demuestra el teorema. _ 


V<&t 


9.17- Demostrar que la curvatura k en un punto P de la curva C de interseccitín de dos 
superfícies, satisface la ecuacíón 


4- * 2 


2KjK s COS a 


43. 


ti 


siendo kí y k 2 las curvaturas nohnales de las superfícies en la dirección de C en P, y 
a el ângulo que forman en P las normales a las superfícies. 

De acuerdo con Ia ecuacíón (9.15) de la página 190, se tiene que 

> 

J - ;'V r - «iN 2 = y = «(n - N 2 )Nj 

T- /. 7 - r " yj -' 

Stistràyéndo ía segunda de la primera y utilizando la identidad vectorial dei teorema 1*8 de la página 
II, ,tend remoa 

icjNa — = «[(n - NjNa — (n * N^Nfí = k(N x X N 2 ) X n 

Utilizando la identidad [Fi], de la página 11, se deÜuce, además, que ■ v = ■' X ó'' : 

{«^“ícaNíJ-^Na-icgN!) = ^ X N 3 ) X n] • [(^ X N 2 ) X n] 




A- 


t 
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= *= 2 [(N, X N 2 ) ■ (H, X N a ) - ((»! X N 2 ) • n)2] 

= ««(Nj X Nj) ■ (N t X Nj) 

en donde hemos utilizado el heeho de que Nj X N; es un vector paralelo a la tangente a la curva y, 
portanto, (Ni X N 2 )*n = 0. Desarrollando se tiene 

<}( IV N 2 ) - + ^(Ni' Ni) = ^llNi X Njjl 2 

o sea, ffj ^ cosa 4 ic | = íc 3 sen 2 cr - 


9*18, Demostrar que en cada punto de una carta, se tiene que 

N v X Nt? = K{x u X xu) \ 

siendo K la curvatura gausiana en el punto. r 


l f.J,. fj V {&.:&■. /j 


Como N es una función de longitud unidad, N ü y N p son ortogonales a íí y* en consecuencia, 
paralelos al plano tangente. De esto se deduce que podemos escribir N u = ax u + bx v y N t = cx a + dx et 
en donde hay que determinar a, b t c t d. Obsérvese que 


N u XN v = (ax u +6x v ) X (cx u + ííxj 
En esta forma, solo falta demostrar que 

ad — cb — det 


(::) 


(ad - òc){x u X x v ) 
= K 


Por lo anterior y de acuerdo con la (9.10), te nem os que 

x u * — ax u * x u + b\ u *x v — aE 4 bF — — 

Análogamente, x u' N w = <tF + bG = — M 

Xu; * N v = cE + dF — —M 

• N v ~ cF -h dG = —N 

Estas ecuaciones se pueden escribir como el siguiente producto de matrices 


Por tantp* 


ía b\ÍE F\ _ í -L 
\c d)\F Gf ~ \-M -NJ 

ía b\ f ÍE F\ , Í-L - 

det \c d) det (f g) = det (-M -n) 


ad — cb 


y con esto se completa la demos tración. 


LN -m 
EG - F% 

(K 


- K 

i 


LINEAS DE CURVATURA 7 

9.19. Determinar las direcciones principales de x = ue* + ve 2 + (u 2 + í^ 2 )e 3 en u = 1, 
7 v = 1 y verificar la fórmula de Rodríguez en cada dirección* 

Segun el ejemplo 9.11, se tiene: £7 = 1+ 4u 2 , F - 4 uv, G - l + 4v 2 , L - 2(4 u£ + 4u% + 
1 )— 1 /Sj M = 0, J? — 2(4u 2 + 4ü“ + l) _1 /2. En u — 1, v = 1, tenemos: E — 5* F = 4, G = 5, 
L = 2/3, M = 0, N = 2/3* De acuerdo con la ecuación (9*25) de la página 196, las direcciones 
principales en u = 1, v = 1 son las soluciones de la siguiente ecuación ' ■ X 7 ^ ■ 

—|dtt 2 +|diJ a — 0* o sea {du + dv)(du — dv) — 0 - J ^ 

En consecuencia, du\: dvi = 1 : —1, y, áu% : dvz = 1:1. Además, tenemos 
x u = ei + 2 ue 3 , x v = e 2 + 2ve 3 


N = (4u? + 4v* + - 2^e 2 + e 3 ) 
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f)A. f&Ü 1, » -1. 

^^ e i + ^ + 2e 3 , N u = ^(-IOií! 4 Sc 2 - 4e 3 ), N v = ^(8ei - 10e 2 - 4e 3 ) 

.—- dNi = N ü dtt* 4 Nj,di^ - ^(-lSei + lSea) - —^ e a)> ^ x i ~ x u du x 4- x v dv l - e x - e 2 

4- p-ÇfQ&íhffi* pues > <Wi - '"M. 3xi+ Ademág, 1 ^ A ’"' ' ” ' : * * 

<^2 “ dif^ 4 dv 2 “ ■*- 2e 2 ~ 8e 3 ] ~ — Tf [®i d" ®2 ^ e a] 

dx 2 = x u dw 2 4 x v d<u 2 = 4 e 2 4 4e 3 


)i ^ ■+ ^ 


K. i-^K ~ 


V?.- 


\ Por tanto, dN 2 “... 127 * 2 » Y> en fiata forma, se verifica la fórmula de Rodríguez* 


f t * '5 - ti v . -- /' k* yzr - ^* /;- A " : ■■* ’, 7 ** ■ Vi "' '•* 4 ¥* t) 

l i SK ^20^ É^mosfrar que las soluciones de la ecuación A du 2 + 2 B du dv 4- G dv 2 = 0 forman 
? ‘ famílias ortogonales de curvas, en una carta, si y sólo si EC - 2 FB + GA = 0. 

„ w ^ Supongamos que 

\r 7 ^ Adtt® H- 2Bdíidtf 4 C^du* - (A/ dít 4 B* dv)(C r du 4 £F dv) 

,J' Entonces, una de las familias de curvas ea la solucidn de A f du -3- B f dv = 0 y la otra es, por ejem- 
plo, la solucidn de C f Eíí + D f &? = 0. A todo lo largo de la primera, es du : dv = B f : — A y ; 
y, a lo largo de la segunda, es Bw : Ey = D f : — C\ Pero, de acuerdo con el teorema 9*1 de la pá¬ 
gina 184, las famílias son ortogonales si y sólo si 






fK-t v 

ví 




E du $u + F(du 8y 4- dv &u) H- G dv = EB f D f - F(B f C r + D*A*) + GA € T 

Lfiii i l; - ÍC-2FB + GA - 0 


9.2L- Demostrar el teorema 9.11, a saber; Demostrar que si P es un punto de una superfície 
de clase 3:2, entonces existe una carta local que contiene a P y tal que las direcciones 
de las líneas de parâmetros son direcciones principales, 

Basta considerar el caso en que P no sea un punto umbilical. Porque si lo fuera, cualquier 
dlrección seria una dirección principal y cualquier carta que contenga a P, seria suficiente para 
verificar Ia proposición. Supongamos, ahora, que x = x(it, u) es una carta arbitraria que contiene 
el punto P, no umbilical, y supongamos que du\ : dv\ y du% : dy 2 son las direcciones principales en 
P* Consideremos, luego, la traeformación de parâmetros, lineal, dada por u — df*i G -j- ãti 2 (|>, 


dui S + dv 2 Obsérvese que = dat 


/ du x du 2 \ 

dv 2 J 


7^ 0, pues las direcciones du\ : dv i y 

du 2 : dv 2 son distintas* De modo que la trasformaciÓn de parâmetros es una trasformación admisible 
de clase C 00 * De esto se desprefide que x - x^íG, = x(w(G, <(>), ^(G, ó)) os una carta de clase C2 
que contiene a P, y que 

Xe — jl u {ôu/Bb) -f TC v {dv/õ&) = Xudu t +jx v dv l 

— x u (dtifd$) + x^Ê^u/50) — x u dit 2 + > 

Por lo cual, las curvas de parâmetros 6 y <|> en P están en la dirección de las direcciones principales* 

••• nL 


9*22, Teorema de Euler * Demostrar que la curvatura normal en un punto de una superfície 
de clase ^ 2 y en la direccidn de una tangente L viene dada por la expresión 


K n = COS 2 a -h k 2 sen 2 a. 


siendo ki y las curvaturas principales en P y a, el ângulo que forman L y Ia tan¬ 
gente en la dirección principal correspondiente a 

Es evidente la verdad dei teorema, si P es un punto umbilical donde k* = - K rt , Si no lo 

es, supongamos que x - x(u, c) es una carta que contiene a P, tal que las curvas de parâmetro u 
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y las de parâmetro v estén en la dirección de las direcciones principales* Entonces, de acuerdo con 
el teorema 9*12 de la página 198, es F = M = 0, y la curvatura normal en cualquier dirección 
L du 2 + N dv* 

du : dv t será k k = ^ teorema 9*13 se desprende que las curvaturas principales son 

K l = L/E y “ NfG t respectivamente* Al sustituir, se teudrá - 

Edu* , Gdv* 


Kl Edu*.+ G dv 2 Ki Edv? + Gdv* 


I, 


Ahora, bien, si a y ^ son, en su orden, los ângulos formados por una tangente arbitraria L con los 
numeros directores du : dv y con las tangentes en las direcciones principales, í : 0 y 0:1, entonces, 
con base en la ecuación (9.6) de la página 184, tendremos 

E du G dv 2 

y cos /3 — 


yfE du 2 + G dv 2 ^[Ê 


VF^T+Gdvy/G 


Elevando al cuadrado y sustituyendo, obtendremos 

K n = K i cos| a + k 2 cos 2 /S 

Pero, las direcciones principales son perpendiculares entre sí, es decir, ^ = tc/2 — a* Y, en conse- 
cuencia, K n — Ki cos 2 a + k 2 sen 2 a* — ^ ? ' k[. r 

\-- '^Gi=órrT- 


9*23. , Completar la demostración dei teorema 9,14, a saber: Demostrar que du : dv es una 

y dirección principal en un punto de una carta si, para algún escalar k, es 

dN = -Krfx ^ >: , c . ,.^ v y 

en la dirección du : dv , 

De ia igualdad dN = — kóx se desprende que (dN -j- Kdx)*x u = 0 y (dN + vtdx)*x p = 0 
o sea que 

[(N u du 4 Ny dr) + k(x u du 4 x* d^)] * x u = 0 

f(N u du 4 Ny dv) 4 fdx^ du 4 x v du)j * x„ = 0 

es decir, (—N u * x^ — «x u * x u ) du 4 (—N„ * x ü — kx u + x u ) dv — 0 

(“N u • x ü “ kx u * xj du 4 (~N V * x v - kx v * x v ) dv — 0 

o, tambien, (L — kE) du 4 (M — xF) dv = 0 

{M - kF) du 4 (N- kG) dv = 0 



Del teorema 9*5 de ia página 195, se desprende que k es una curvatura principal y que du: dv es la 
dirección principal correspondiente* - -- ““ - - 


9*24- Demostrar el teorema 9*9, a saber: Demostrar que du : dv es una dirección principal 
v en un punto de una carta si y sólo si du y dv satisfacen la ecuación 

(EM-LF)du 2 4 (EN-LG)duãv 4 {FN-MG)dv* = 0 

Segdn el teorema 9*5, du : dv es una dirección principal si y sólo si, para algún k, es 

(L — kE) du 4 (M — kF) dv — 0 

(M — kF) du 4 (N — kG) dv — 0 

(Ldu + Mdv) - K{Edu + Fdv) = 0 
(M du 4 N dv) — k(F du + Gdv) — 0 

Pero, el anterior sistema puede lener una solución, (1, —k), que no es trivial, si y sólo si 

ÍLdu 4 M dv E du -V F dv\ _ 
et \M du 4 N dv F du 4 G dv) 
o, des.arrollando el determinante 

(EM - LF) du 2 4 (EN-LG)dudv 4 (FN-MG)dv* = 


0 
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9.25. Demostrar que si dos superfícies se cortan. baj|q ..un. ângulo constante y si la curva de 
y rnterseccidn es una línea de curvatura eh ima de las superfícies, entonces ésta es tam- 
bién una línea de curvatura en la otra superfície. 

Como las superfícies, llamémoslae M\ y Afj, se cortan bajo un ângulo constante, entoncea, a 
lo largo de la curva de intersección, es Ni*Na - constante. Por tanto. 


0 = 5J0V 


*l) 




+ N, 


dt 




Suponiendo que 1& curva de intersección es una ifnea de curvatura a todo Io largo de Af lf entonces 

dN /í 

(segón Ia fórmula de I^odríguez), En consecuencia. 



dt 


-Ki 


dx 

dt 


dt * 

N 2 + 


dS 2 

dt 


- 0 


Pero, dx/dtea ortogonal a Ng, es decir, (dx/dt)* N 2 = 0 . En esta,forma, Ni*(dN 2 /dÉ) = 0 * Por 
tanto, dN 2 /df es ortogonal a Èfi, Pero, dNg/dí es también ortogonal a N^ pues N 2 tiene la longitud 
unidadTDe aqui se desprende que dN 2 /dt es paralelo a dx/dt Por ello, existe un k 2 tal que dS 2 /dt = 
~~ K 2 (dxfdt). Y, etvconsecuenciá, la curva de intersección es, también, una línea de curvatura a todo 
lo largo de M 2 . 

9*26- Ter cera forma fundamental * La tercera forma fundamental se define por III = dN*dN, 
Demostrar que III — 2íf II + K I = G, en donde H y K son la curvatura media 
y curvatura gausiana, respectivamente. 

Se comprueba fácilmente que III és invariante, en el mi&mo sentido que Io es I* Obsérvese que 
H y Jf cambian de sentido al cambiar de orientacióp. Basta considerar un punto fijo P y una carta 
local que lo contenga y sea tal que las direcciones de las curvas de parâmetros u y v en P sean direc- 
cionea principales. Según la fórmula de Bodríguez, 

Njj ■ #ix u y N c — 

en donde, k x y k 2 son laa curvaturas principales. De esto se deduce que para un (du, dv) arbitrário, es 
dN — N„ du + N u dt? = du — dv 

- udu — jCiXpdt? + — K$x v dv = —k í dx 4- (#* — k 2 )x v dv 

o, támbién, dN + Kí dx - ( Kl - K 2 )x D dv 

Además, dN = —«jXy dtt + K 2 x u du — — K 2 x v dv — —K 2 dx + (k 2 —iqjx^dit 

es deeir, dN -f dx = (* 2 — /fi)x u du 

De modo que (dN 4- jc 2 dx) * (dN -f k 2 dx) = (k x — #c 2 )( K 2 — *i) du dv x u * x v 

Como quiera que las líneas de curvatura son ortogonales en P, se tiene que x U 'X& = 0 * Entonces 

(dN 4- Ki dx) * (dN + * 2 dx) = 0 

es decir, dN * dN + (*! + * 2 ) dN * dx + dx * dx = 0 

Por tanto, III - 2H II + K I = 0 . . . ... J',T 


son soluciones de 



ldx\ 


df H 

det âxi 

fx 2 

dfx 2 

\ãx 3 

f** 

dfx s 


= 0 , 


/ij dxi + dx 2 "f fx z dx% 


Si dx M dxi ei + dx 2 e 2 + dx$ e 2 es t&njfg&te, entonces, / It + f^ z dx 2 + /j 3 da ; 3 = 0 . Y, 


por tanto, G, = f x ^ x + f x « a + / e 3 es normal, y N = G/|Gj t Asi, pues, 


X ; 7 




■L 




■ //& 


:i 6 -cêâf 
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&A 


rfK - ÍG 

" ' Wt 


(G»rfG)G 

\ap 


en donde, dG = df Xi e t + tí/ lg e 2 + d/ Ig e 3 . Supongamos ahora que dx =_d*i e i + d*i e 2 + dx 3 ej 
^Êstá en una direcoitln principa!. Entonces, de acuerdo con la fórmula de Rodríguez, dx es paralelo a 
/ ji or tanto^ós trés véctores dx, N y dN son dependientes, o sea 


[dx N dN] 


T, G /dG (G • dG)G^~I 1 rj „ G-dG rj 

rsiU-nsp-yJ = iõiii* 0 *! - iôf-i* 104 " 


Pero, [dx GG1 - 0; por tanto, [dx G dG] = 0 . De donde se desprende el resultado buscado. 

.; -A 

r -^ " ' ' ■* P 

LINEAS ASINTOTICAS* FAMÍLIAS CONJUGADAS DE CURVAS 

9-28- Demostrar que las curvas de parâmetros de la superfície x = x x (u) -j- x 2 (p) siendo 
Xi y X 2 arbitrários, son famílias conjugadas de curvas, 

x u = xj(ti), x v — x 2 (t?), x tíl> = 0. Por tanto, M — x uv - N = 0. De esta suerte, segun el teo- 


-í 




rema 9.20 de la página 201 , las curvas de parâmetros son famílias conjugadas. 






,-;v/ L - 


9*29* Demostrar el teorema ^30, a saber: Demostrar que en un punto enptico d hiperbólico 


toda dirección tiene una unica dirección conjugada. 




: ^ } .. 




■?A Cí J 


De acuerdo con la ecuaeíón (9.29) de la página 200, : Zv es conjugada de du : dv si y sóio si 

{Ldu + M dv) Su + (Af du 4- N dv) Sv — 0 

La anterior ecuacién tiene la solución unica : 3c, Sít 2 4- Su 2 ^ 0, si y sólo si los coeficientes no 
se anulan simultaneamente. De modo que, dada du \ dv, existe una unica 8 u : 3u si y sólo si 


es decir, si 


(Ldu + Mdv) 2 + {Mdu + Ndv)* ^ 0 
(LP + m)du? + 2 {LM + MN)dudv 4- (Jlí 2 4- N 2 ) dv 2 # 0 


Pero esta ecuación es diferente de cero para todo valor de du : dv, siendo du 2 + dv 2 ^ 0 , si y sólo si 
su discriminante es 

(L 2 + 4- Aí 2 ) — (LAf 4- MN) 2 > 0 

o, también, al hacer las operaciones: (LN — M 2 ) 2 > 0 o LJV — M 2 ^ 0 . De esta suerte, cual- 
quier dirección du : dv tiene una dirección conjugada, unica, a saber: Eu : 8 u, si y sólo si LN — 
Af 2 ^ 0 , lo cual demuestra el teorema y, de hecho, también su recíproco. 


4 ) 


ç v ^ & 


9.30. Demostrar el teorema 9.18, a saber: Demostrar que la torsidn a lo largo de una línea 
asíntótica, que no sea una recta, cumple la condicidn de que -c 2 = —K. 

y 

y De acuerdo con el teorema 9,17 de la página 200, el plano oscutador en cada punto de la línea 
aáintótica es tangente a la superfície. En consecuencia, a todo lo largo de la curva, la binormal es 
b = ± N. De esto se desprende que b - ±(dN/cfí) - -tji y (dN fds) * (dN /ds) = T“(n*n) = t 2 . 
Según el problema 9.26, es III “ 2 H II + K L ~ 0, Pero, a todo lo largo de una línea asintótíca 
es II = o, i;i = (dN/d$)-(dNfds) = t 2 y I = (dx/ds)\ -(dx/ds) = 1 . Y, por tanto, 4- K = 0 , 

es : 'áecir, t 2 .*■ -K. y- - ■». , . 

k- - okfa :r •-y.v.'. ',^7" 

r: yi ( -y ...J T"" ...... i,,.., 

9.31. Demostrar qüeTas direcciones asintóticas de una superfície dada por f (xT, 'xT,xlT =='"C," 

son las soluciones de las siguientes ecuaciones i; .y,, r> . 

dxidf^ + dx 2 df Xi + dx 3 d/i 3 = 0, f x dx i + í H dx 2 + f X3 dx 3 = 0 

/l , , ' ' ... ■ ■ , 

De acuerdo con. el problema 9.27, G — f x e t 4- + fx 3 c z e s normal a la superfície. N ~ ’ 

- dG (G - dG)G _ j. j - t j ij ij- j- 

y “N = r—- - -. Por tanto, si dx - dxi ei 4- dx 2 e 2 4- dx 3 e 3 está en un;. direccmn 

|G[ |G | 3 

tótica, entonces ^ 


.V 


i 
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| CAR 9 


9.32. 


9.33. 

9.34. 

9.35. 

9.36. 

- 9*37. 

^ 9 * 38 . 

^9*39, 

9*40* 

9.41, 

9.42. 


0 - II - - dx • rfN 


dx-dG (G ■ dG)(tfec« G) 
|G| ! |G|3 


Pero, dx* G — 0* De modo que dx-dG = 0, o sea, dx 1 df z + dx 2 df x + dx$df x “ 0* 

*1 2 3 . 

Utilícese lo anterior para hallar las curvas asintdticas de la superfície descrita por 
/= *3 “ *i sen x 2 — 0 , — x /2 < x 2 < x/ 2 , > 0 . 


/ij = Benx Zy / j£ — —x t eos x ít f x ^ ~ 1 , df x ^ = — cos x 2 dx 2t = “coa+ a?! aenx 2 dx 2 , 
df z ^ — 0* La ecuación: 

d/ Xl d»! "f 1 dx 2 “F df x ^ dx^ — 2 cos ^ dx^ dx 2 4" íCj sou x 2 dx 2 0 , 


se puede descomponer en loa factores, dx 2 — 0 y —2 cos x 2 dx\ + xi sen x 2 dx 2 — 0 , que tienen 
las soluciones x 2 = C y x\ - K seci / 2 X2 . Sustituyendo la primera en x$ — xi sen x 2 — 0 se 
obtiene la familia de rectas x\ — í, x 2 — C, £3 = t sen C, t > 0* La segunda proporciona la fa¬ 
mília de curvas x\ = K sec 1 / 2 u, x 2 = u, x$ - K secVa u sen u> — x/2 < u < x/2. 






i 


1 .-. 

Problemas propuestos ^ 






Demostrar que Ias curvas de parâmetros, descritas por x - «ej -f ue 2 H- f(u> u) e 3 , en una carta 
de Monge, son una familia ortogonal de curvas si y sólo si es f u fj, = 0* 


Demostrar que la primera forma fundamental de la superfície x = y(s) + wt(s) tangente a la 
curva dada por y - y(s) es I = (1 + iAc 2 ) ds 2 -f^fsdií -f- du 2 . 

Demostrar que la primera forma fundamental de la superfície x = y(s) + ub(s), engendrada por 
la binomial, b(s) de una curva y = y(s) es I = (1 + u 2 t 2 ) ds 2 - 1 - du 2 * 


J1 

-dx, £ = t, tt/ 4 — t ” trf 2 , de la esfera descrita por x = 

TT /4 SeilT 4 

(sen <J) cos 8 )ei -h (sen 4 ) sen G)ei + (cos 4 >)ea* Resp * V2w/4 

Demostrar que el área de la superfície de una carta de Monge dada por x = ue\ + ue 2 + f(u, u)e 3 , 

se expresa por medio de lp integral A — \h. + / 2 -f /* dudv. 

w 

Demostrar que, en la interseccidn de dos cartas locales .de una superfície, a saber, x = x(tt, u) y 
x = x*( 0 , <t>), se cumple que EG - F 2 = (E*G* -F* 2 ) ■ 

íX-■: = : ' ; 

Demostrar que las curvas de la superfície x = (u cos G)ei + (u sen 6 )e 2 + (a0 + 0 )^ 3 , cuyos pun- 
tos satísfacen la condicidn (u 2 + o 2 ) d 6 2 — du 2 = 0 , son famiiias ortogonales de curvas* 

Demostrar que las curvas de parâmetro G* pertenecientes a la superfície X = (r còs G)ei + (rsen 8)63 + 
3 , son paralelas. 

Demostrar que la segunda forma fundamental de una carta de Monge representada por x - ue 1 
*f /(u, y)e 3f es 

11 = (f* + f% + l) _1/2 [/uu + %fuv du dv + fu v dv 2 ] 

Demostrar que todos los puntos dei cilindro general descrito por x = y(s) + ug , g - constante, 
son parabdlicoa o son planos* 


.d 
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9.43. 

r 


Si x ~ x(u T y), x = x* ( 0 , 40 son cartas de una superfície, tales que sobre la interseccídn es 
d[$ t ip)fd{it t v) > 0, demostrar que los segundos coeficientes fundamentales se trasforman dei mo¬ 
do siguiente £ 

L = L*»l + 2M*e„t u +jtf*<i>$ 

M — L*e u e v + M*{s u $ v + 4> u 9-^) + N*>p u <p v , , _ 


V' 


N = L*a\ + 2M*e v tf> v + N*?l 


C9.44. 


9.45. 


9.46. 


• 9.47. 


v- 


ht-T^ 


9.48. 




X9-49. 


Demostrar que la curvatura gausiana y Ia curvatura media de x* - (ii H- vjei + ( 1 1 — v)e 2 + uve 3 
en u = 1 , v = 1 son: K ^~1/16 y H - l/8\f2. 

Demostrar que, en cualquier punto de la siguiente superfície de revolucidn, la curvatura media es 
nula 

' . x “ (cosh u cos tf )«x & {cosh u sene)e 2 -f ue 3 

" -" r ^ ;7 

Demostrar que Ias curvaturas principales de la superfície descrita por Jci sen £3 — x 2 cok ^3 = 0, J 
son: ±l/(aí^ + x z + 1 )* ^ v 

V".. 

Demostrar que las líneas de curvatura de la superfície x — (ucos0)ei + (i*sen 0 )e 2 +'ue 3 , son 
Ias i má genes de log {u + V^ 2 + 1) - ^ = C y log (u + V« 2 + 1) + K * 


Hallar las curvaturas principales y las direccíones principales de la superfície descrita por 

x = ue x + v ^2 + (4ít s + v 3 )e 3 
en u - 0, v = 0 , utilizando la indicatriz de Dupin. 


/ * ^ 
-tf* 


^ £ 
. . Üí 7 


Demostrar que la familia de curvas de una carta que sean ortogonales a la familia de curvas dada 
por A du -f - B du = 0 , viene dada por las soluciones de la ecuación (EB — F*A) du + (FB — 
GA) dv = 0 * 


^N 0 t, 6 O. Las curvas de parâmetros de la superfície descrita por 

x “ ^ cos u ^ + g^u-p)/a ^ e a + ^ 

son líneas asintóticas. Verífícar que a todo lo largo de la curva v — 0 , de parâmetro u t la torsión 
cumple ía igualdad r 2 = —K. 

VÍ8.51. Demostrar que Ias líneas asintdticas de Ia superfície x z — x\ + x\ =0 son Ias intersecciones de esa 
superfície con las famiiias de cilindros x\ + x\ = C y x\ — x\ — K. 

;Jf.52. Demostrar que Ias dírecciones de curvatura bisecan las direcciones asintdticas* 

r 9*53* Demostrar que la curvatura media es nula sobre una superfície cuyas líneas asintdticas sean famiiias 
^ ortogonales de curvas, 

,/ 9 . 54 , Demostrar que si una esfera o un plano corta a una superfície bájo un ângulo constante, la curva 
de intersección es una línea de curvatura* 

9,55* Demostrar que la suma de las curvaturas normales en un punto de una superfície, en cualquier par 
de direcciones ortogonales, es constante* 

9*56, Demostrar qüe si una superfície tiene una familia de curvas asintóticas planas de un solo parí r.ctro, 
que no sean líneas rectas, entonces la superfície es un plano, 

9.57, Supongamos que R es una región perteneciente a una carta de una superfície* Los puntos extremos 
de las normales unitarias en R forman sobre la esfera unitaria un conjunto R f que recibe el nombre 
de imagen esférica de R * Demostrar que la razón entre el área de R f y la de R tiende a \K\ en un 
punto P cuando ií se contrae alrededor de P tendiendo hacia el* Sugerencia. Véase el problema 
9.18 de la página 207* 

9.58, Demostrar que si es K ^ 0 en un punto P de ima superfície, existe un entorno de P en el qu.c es 
posíble poner los puntos dei mismo en correspondência inyectiva con la imagen esférica dei entorno 
(véase el problema 9*57)* 
















Capítulo 10 

feoría de superfícies 
Análisis tensorial 


ÉCUACIONES DE GAUSS-WEINGARTEN 

Las ecuaciones de Gauss-Weingarten para Ias superfícies son análogas a las de Frenet 
para las curvas. Recordemos que en las fórmulas de Frenet se expresan los vectores t, ny b 
como combinaciones lineales de t, n y b con coeficientes que dependen de k y t. Análoga¬ 
mente, en las fórmulas de Gauss-Weingarten se expresan las derivadas de los vectores x UJ x* 
y N como combinaciones lineales de los mismos, con coeficientes que son funciones de los 
prímeros y de los segundos coeficientes fundamentales. 

Supongamos que x — x(u , t;) es una carta de una superfície de clase ^ 2. Entonces, 
x ( yN son funciones de clase C 1 y poseen las derivadas continuas x ullí x utI x vv , N ü y N,* 
Puesto que los vectores x a , x s y N son linealmente independientes, se puede escribir 

i i i 

= r íi x u + r íi x * + a n N 
= r} 2 x u + r%x v + ttjjN 

= rJ.x^ + rS^ + ttjjN ( 10 . 1 ) 

K = i8íx u + p 2 x v + y,N 

en donde es menester determinar los coeficientes rjj, a lJt p\, y.. 

Como N es de longitud igual a Ia unidad, entonces N u y N s son ortogonales a N. Por 
tanto, 

0 = N a *N = p\x u -t1 + + Vl N*N 

0 = N„-N = jSÍx^N + /?|x u -N + y 2 N-N 


Pero, x„'N = x t *N = 0 y N-N = 1, En esta forma, y t = v 2 = 0. Por otra parte, de lo. 
anterior se desprende que 


-L = x a *N a = 0lx a *x a + /S?x a *x a = p\E + piF 

-M = x u 'N b = 0Íx u *x a + p\x v 'x v = p\F + p\G 

-M = s^N. = p\x a • x a + /Jfx u * x v = plE + plF 

-N - x u -N„ = Plx v *x u + Plx v -x v = p\F + piG 

Si se resuelven las dos primeras ecuaciones para £Í y y las otras dos para y £ 2 , se tiene 


1 _ MF-LG 
Pi ~ EG-F*’ 




LF - ME 
EG-F 3 ’ 


NF-MG 
EG-F 2 ‘ 


P\ 


MF-NE 
EG-F 2 


( 10 . 2 ) 


Prosiguiendo en esta forma obtenemos 

L = x au *N = rj 1 x u *N + rfiX u *N + « U N'N = «„ 

M - x aa *N = rJ 2 x a *N + rf 2 x a -N + « 12 N-N = a a 

N = x m H = r^x a -N + r^x./N + a 22 N*N = ^ 
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De esta suerte, 



(10.3) 


Sdlo faltan por determinar los r«. En el problema 10.3 dela página 230, demostraremos que 
se expresan por medio de las siguientes fórmulas 


rli 


T 1 ® 

1 n 


GE U — 2FF U + FE V 
2(EG - F 2 ) 

2EF _ti — EEy 4 FE U 

2 (EG-F 2 ) 


pl = 
■L 13 — 


"P ® 

1 ia — 


GE V - FGu 

2 {EG - F 2 ) 

EG „ - FE* 

2 (EG-F 2 ) 


2 GF v — GG U — FG V 
2(EG - W) 

EGv — 2FF» FGu 

2 (EG - F 2 ) 


(10.4) 


De este modo, tenemos el 


Teorema 10.1. En una carta x. = x(u, 0 ) de una superfície de clase S 2, los vectores 
x u , Xj>, N y sus derivadas cumplen las siguientes condiciones 

Xub = FjiXu + Fii Xv + Lti 
Xuv ” r '2 Xu “ 1 “ P12 Xu 4 üf N 

x t =v = rijjXu + rfox.j ~ NN (10.5) 

Nu = p\x u + P 2 x u 
N„ = ^Xu + p\x v 

en donde los coeficientes pj y Py están dados por Ias ecuaciones (10.2) y 
(10.4). 

Las tres primeras de las ecuaciones precedentes reciben el nombre de ecuaciones de Gauss 
y las dos últimas el de ecuaciones de Weingarten. Las magnitudes r£> se denominan símbolos 
de Christoffel de segunda especie. En (10.4) se puede observar que los r£ dependen solamente 
de los primeros coeficientes fundamentales y de sus derivadas, en contraposición a los p{ que 
dependen tanto de los primeros coeficientes fundamentales como de los segundos. Además, 
por definición, rj, = r} 2 y r 21 = rf a . De suerte que r£ = ríi para cualesquiera i,j, k -1,2. 


Ejemplo 10.1. 

Neceeitamos verificar las ecuaciones (10.2) y (10.4) en el caso de la siguiente superfície de revolucidn 

x = cos 0)ei + {u senfl)e 2 + í(^)e 3í u> 0 

En este caso, x u = (cos í)e x -4- (senfl)e 2 + x fl = — (w seníjei + cos 0)e 2 

N = -(1 + g r 2)- 1/ *(ff f (co&&)e 1 + ^^senffjea - c 3 ) 

- g f %3 = "(sení)®! + (cos fl)e 2 , x ee = —(w cos tf)ej - (u sentf)e 2 

E - x tt -x u = 1 + g*\ F — x u ‘x fl = 0, G = x e -x e = u 2 

L - x ut£ ■ N = í"(l + ff*)-i'*, M = x u ,-N = 0, N = x«-N = ug'(l + g'*)-'** 

Utilizando las ecuaciones (10.2) y (10,4) es posible calcular que 

p\ = -g"(í + g’ 2 )~ 3/2 , p\ - pi = 0, fil = + 

rj, = g'g"/(l + g' 2 ), rf, = r} 2 = r| 2 = o, r% = w 1 , t\ 2 = -w/d+ír' 2 ) 

De ello se desprende que 

ríiXu + rjjx„ +.LN = g’g"í(l + g' 2 )x u + g"(l +g' 2 )-" 2 H , = g"e A = x u „ 
rj 2 x M + Tj 2 x e + MN = m _1 xí = ~(aene)ei + (cos e)e 2 = x u „ 

r 22 x„ + r 22 x 6 + .VN = — u/(l + ff' 8 )x u + ug’( 1 + p' 2 }“ 1/a N = (u cos e)e í - (« sen?)e 2 = x 9e 

^}x u + p\x $ = -g"{l + g' 2 )~ 2/2 x u = + 0' í ) -3/! ((cosS)e 1 + (aenS)e 2 + g'e 3 ) = N u 

Pí*u + P a*o - -« -1 P'(1 +ff' 2 )- 1/2 x e - ff'(l + ff' 2 )^ 1/2 ((sene)e 1 ~ (cose)e 2 } - N s 

que es el resultado que ^e requeria. 
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ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD Y TEOREMA DE GAÜSS 

Dadas las funciones E, F, G, L, M y N de u y v, de clase suficientemente alta, es menes- 
ter averiguar si existe o no una superfície x = x(u, u) cuyos primeros y segundos coeficientes 
fundamentales sean E, F, G, L, M y N. En general, la respuesta es negativa, a no ser que se 
cumplan ciertas condiciones de “compatibilidad”. Tales condiciones resultan dei hecho de 
que si x(u, v ) es una función de clase C 3 , entonces las derivadas parciales mixtas de tercer or- 
den, de x, son independientes dei orden en que se realice la derivación; es decir, 

(Xu)uv = (Xu)uui (Xu)uu = (Xu)tiu { 10 . 6 ) 

En el problema 10.28 de la página 238 demostraremos el 

Teorema 10,2- Sea x = x(u, v) una carta de una superfície-de clase ^ 2 y tal que los 

coeficientes de las ecuaciones de Gauss-Weingarten sean de clase C 1 . Enton¬ 

ces, las derivadas mixtas x aui3 , x ttUU , x™ c , x VKU , existen y cumplen las igualda¬ 
des (10.6) si y sólo si los primeros y los segundos coeficientes fundambntales 
cumplen las llamadas ecuaciones de compatibilidad, a saber 
L v - Mu = Lt\ 2 + - ri,) - Vr?, 

M v - Nu = Lrlz + M(r| a - rí,) - Nt% (Í °‘ 7) 

y 

LN - M z = ^[(rl,)- - (rf,), + r^rf, - rí a rf s ] + E[(r^) u - (ri,), 

+ + rt 2 r[ 2 - rí 2 r} 2 - r a 2 r* 2 ] (10.8) 

Las ecuaciones de compatibilidad se pueden escribir bajo varias formas analíticas. En la 
forma anterior, las dos primeras ecuaciones (10.7) se denominan ecuaciones de Mainardi- 
Codazzi. 

La ecuación (10.8) tiene particular interés. Recordemos que los r£ sólo dependen de los 
primeros coeficientes fundamentales y de sus derivadas. Por ello, LN — M 2 sólo depende de 
E, F, G y de sus derivadas. Pero, en ese caso, la curvatura gausiana, K = (LN — M 2 )/(EG — 
F 2 ), que originalmente se definió en función de la segunda forma fundamental, sólo depende 
de los coeficientes de la primera forma fundamental. Este es uno de lós resultados más importan¬ 
tes de la teoria de las superfícies y, según veremos, de él se desprenden muchas consecuencias 
importantes. En esta forma, tenemos el 

Teorema 10,3. Teorema egregium de Gauss. La curvatura gausiana de una superfície 
de clase ^ 3 es sólo función de los coeficientes de Ia primera forma funda¬ 
mental (y de sus derivadas). 

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS SUPERFÍCIES 

Teorema 10.4 . Teorema fundamental de las superfícies. Supongamos que E, F y G 
son funciones de u y v de clase C 2 , y L. M y N, funciones de u y tf de clase C 1 , 
todas ellas definidas en un conjunto abierto que contiene a (uo, t'o) y tales 
que, para todo (u, o), se cumpla que 

(i) EG - F 2 > 0, E > 0, G > 0 

(ii) E, F, G, L, M, N satisfacen las ecuaciones de compatibilidad (10,7) 
y (10.8). 

Entonces, existe una carta x = x(u, v) de clase C 3 , definida en un entorno de (u-o, t>o)> para 
la cual las funciones E, F, G, L, M, N sean los primeros y segundos coeficientes fundamen¬ 
tales. La superfície que representa Ea x = x(u, d) es única, salvo su posición en el espacio. 

En el apêndice 2 se demuestra la existência de la superfície que tiene las funciones dadas 
E, F, G, L, M, N como primeros y segundos coeficientes fundamentales. Aqui y ahora vamos 
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a demostrar su unicidad. Supongamos que existen dos cartas, x = x(u, v) y x = x*(u, v), 
definidas en un conjunto U abierto y conexo que contiene a («<>, i>o), y tales que, para cualquièr 
(u, v), ocurra que los coeficientes sean: E = E*, F — F*, G = G*, L = L*, M = M* y 
N = N*. Supongamos que a la superfície que representamos por x = x*(«, v) se le aplica 
primero una traslación y luego un giro, de modo que el 'punto que corresponde a x*(ií 0 , y 0 ) 
llegue a coincidir con el x(u 0 , Vo) y los vectores tangentes, x* {u 0 , v 0 ) y x* (u 0 , Po) coincidan con 
x u (u 0 , Vo) y x s (u 0 , i>o). respectivamente. Ello es posible, pues las longitudes de los vectores 
xí y x? y el angulo que forman, están determinados por E*, F* y G* que conçuerdan con E, F 
y G, en (uo, Vo )■ Supongamos, ahora, que u — u(t), v = v(f) es un arco que une a (ií 0 > t>o) 
con cualquièr otro punto (u, v) de 17, y consideremos las funciones x(í) = x(u(í), v(t)), 
Xu (t) = x u (u(í), v(t)) y x v (t) = Xb(ií (f), v(t)). Por derivación se tiene 

dx _ du , dv dxu _ du dv dx» _ du dv 
dt x *dt v dt’ dt ~ x "“ át + x “° dt ’ dt ~ x ™dt +x ™dí 


Utilizando las tres primeras ecuaciones de (10.5) y el hecho de que N = 

X« X Xu ^ j 

, , obtendreraos 

\/EG - F 2 


o, también, 


en donde, 


ãx 


du 

dv 



dt 

= x “dÉ + Xo dt 



dx» 

/ 

1 , du 


P dv N 


dt 

= ( 

r “ dt 

+ Tli dt) Xu + ( r “ dt + 

112 dt, 

j Xv 



+ ( 

’ L ® + «§)(».x*.)(EG 

-F 2 )- 

1/2 

dx u 


du 

, dv\ 1 „ du 

■ dv'' 

\ 

dt 

= ( 

T '’di 

+ \ + : 

r 2 

“ dt, 

) Xu 



+ ( 


-F 2 )- 

1/2 


dx 

dt 


a{t)xu -f- b(t)xv 




dx» 

dt 


c(t)x* + d(t)xv + e{f)x u X: 

Xv 



dx u 
dt 


/(í)xu H- ^r(í)xu + A(t)xu X 

Xu 


a(t) = 

du 
z dt’ 

b(t) 

dv . du , dv 

~ dt ’ c W “ r,, df + ria df' 

etc, 


X M X Xu 
|Xu X X„j 


(10.9) 


Consideremos, ahora, las anteriores ecuaciones como un sistema de ecuaciones diferenciales 
ordinárias de primer orden para las funciones x(í), x„(t) y x,(í). Observemos, además, que los 
coeficientes a(í),i(t), etc., sólo dependen de la curva u(t), v(t) , de los primeros y segundos 
coeficientes fundamentales E, F, G, L, M, N y de las derivadas de E, F y G a lo largo de 
u = u(t), v = v(t). Como E = E*, F = F*, G = G*, L = L*, M = M* y N = N* 
para todo (u, p), las correspondientes funciones x*(f) = x*(u(f), v(t)), xt (t) = xS(u'(í), v(t)), 
y xt (í) = xt(«(f), p(í)) satisfacen el mismo sistema de ecuaciones (10.9), en toda la extensión 
de la carta x = x*(«, v). Además, inicialmente, x(f 0 ) = x(u 0 , p 0 ) = x*(u 0 , v 0 ) = x*(f 0 ), 
Xu(fo) = x„(uo, uo) = xt(« 0 ,To) = x*(í 0 ) y x,(f 0 ) = x„(ií 0 , Po) = xtíuo.uo) = xt, (fu). Del teo¬ 
rema de Ia unicidad, relativo a las ecuaciones diferenciales ordinárias, se desprende que 
x(f) = x*(f) en cualquièr punto de la curva u = u(t), v = u(f). Por tanto, las cartas x = 
x(u, v) y X = x*(u, v) coinciden, con Io cual queda demostrado el teorema. 


Ejemplo 10.2. 

Se necesita determinar Ia superfieie cuyos coeficientes fundamentales son: E = 1, F = 0, G = sen- u, 
L = l, Af=0 y 7V = sen 2 «, 0 < u < *. De las ecuaciones (10.2) y (1Ô.4) se obtiene: = —í, 
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= l'íi — rfi = rj 2 = = 0, r? 2 = cot u, r‘ 2 = —«enw cosw. De esta suerte, las 

ecuaciones de Gauss-Weingarten son: 

x utl = N, ;x Ktí “ (cotu)x^ x yv - -(semi cos u)x v 4- N u = “x^ - -x* 

De ]a primera y cuarta ecuaciones se obtiene que x uuu .= —'X u . Al integrar, resulta 

x = a(u) aenu -f b(u) cos u 4- c(v) 

De la segunda ecuaeidn se dedüce que 

x UF — a ' cos u — b f sen u = (cot ü)x b = a ' cos it + b * cos u cot u 4*- c f cot u 

De esta suerte, b'(sen u -b cos u cot u) - -c J catu ; es decir, b 7 - “C'cosw. Comoquiera que b' y 
c' son funciones de Ia uníca variable v, se deduce que b' — c' = 0. De donde, b — constante y c = 
constante. Por otra parte, de Ia primera y tercera ecuaciones, deducimos que 

x ll} = a" senil = —(sento eos u)x tt 4* feen 2 to)x ult — — a sen u 

En consecuencia, a" = —a y a = d cos v + esenu, en donde d = constante y e = constante. De 

suerte que . , _ , 

x ™ d cos u sen u + e sen v sen u + b cos u + e 


Falta demostrar que los vectores d, e y b forman un conjunto ortonormal. En efecto, en ese caso es 
]x — c p - (d * d) cos 2 v sen 1 - 2 to + 2 (d * e) cos v senv sen 2 u 

+ 2(d ■ 6) cos v sen& cos u + (c * e) sen 2 v sen 2 u 
4 - 2(e ♦ 6) seni? sen to cos to 4- (b * b) cos 2 w 
= cos 2 rsen 2 u 4- sen 2 v sen 2 u 4* cos 2 to — 1 

Es decir, x pertenece a una esfera de centro en c y radio igual a 1, Para demostrar que d, e y b formanun 
conjunto ortonormal, observemos que 

= G . = sen 2 to — (d ■ d) sen 2 v sen 2 u — 2{d * e) senv cos vsen 2 « + (e * e) cos 2 v sen 2 to 

o S ea, 1 - (d • d) sen 2 v — 2(d * e) senv cos v + (e • e) cos 2 v 

Por tanto, e-e = 1, d*e - 0, d‘d - 1, Haciendo uso de este hecbo, tenemos que, adernas, 
x/x ü = F = 0 = (b * d) sen^sen 2 to — (e * b) cos vsen 2 u 

De donde, b-d = e*b = 0, Por ú Uimo, 

x u * x tt = E — 1 — cos 2 v cos 2 to 4- sen 2 v cos 2 to 4- (b * b) sen 2 u 

De modo que b*b = 1, que es el resultado que se requeria. Y por consiguiente, la superfície que tenga los 
coeficientes fundamentales dados es una esfera de radio uno. 


ALGUNOS TEOREMAS RELATIVOS A SUPERFÍCIES EN GRANDE 

Necesitamos demostrar que la esfera es la única superfície de clase ^ 3, cerrada y co¬ 
nexa, en la que todos los puntos son puntos umbilicales esféricos. Para ello, supongamos dada 
una superfície S de clase > 3 conexa y cerrada, y que cada uno de sus puntos es un punto 
umbilical esférico. Supongamos, además que P es cualquier punto de S y x = x(u, u) una 
carta conexa de S que contiene a P. Recordemos que, en un punto umbilical esférico, la 
curvatura normal es k = constante ^ 0 en cualquier dirección, y, por ello, en la carta, cualquier 
direeeión es dirección principal. De teta suerte, todas las curvas de la carta y, en particular las 
curvas de parâmetros, son Üneas de curvatura. De la fórmula de Rodríguez se desprende que 
N„ = — kx u y N„ ^ -*cx,,. Obsérvese que, en un punto fijo, k es constante en todas las 
direcciones; sin embargo, a priori no se sabe si k es constante entre dos puntos de la carta. 
Para demostrar que es así, utilizamos el hecho de que x(u, v) es de clase C s y calculamos 
N us = -kx,„ - k„x u y N„„ = -KX t „ - k b x,-. Sustrayendo la úna de la otra, se tiene k,x u - 
k„x* = 0. Pero, en cada punto, x u y x„ son linealmente independientes. De modo que k s = 0 
y k u =■ 0. Y, en consecuencia, k = constante en la carta. Así, pues, todo punto de S perte¬ 
nece a una carta en la que k = constante ^ 0. Consideremos, ahora, que P sea un punto 
fijo y Q cualquier otro punto de S. Puesto que esta es conexa, existirá en ella un arco regular 
r : x = x(í) que una a P y Q. Como cualquier punto de S es umbilical esférico, entonces 
cada una de las curvas de S es una línea de curvatura. De modo que, nuevamente, segun la 
fórmula de Rodríguez, a lo largo de F, es dN/dí — — k \dx •' dt), donde se observa que k = 
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constante, pues en cada punto de T, k = constante en una carta que contenga el punto. 
InWgrando se tiené que 

N = —kx + C, o |x — C/k| == l/l k| (C = constante) 

De esta suerte, x y, en especial, Q pertenecen a la esfera S de radio 1/|k| y centro en C/k. 
Como Q es arbitrano, se concluye que S toda pertenece a 2, Y como 2 es conexa y S es cerra¬ 
da, de acuerdo con el teorema 8.5 de la página 169, se llega a concluir que S = 2. Con esto 
queda demostrado el 

Teorema 10,5. Las esferas son las únicas superfícies de clase > 3, conexas y cerradas, en las 
que todos los puntos son puntos umbilicales esféricos. 

En forma análoga podemos demostrar el siguiente 

Teorema 10.6. Los planos son las únicas superfícies de clase > % conexas y cerradas, en las 
que todos los puntos son puntos planos. 

La demostraciÓn de este teorema se deja al lector como ejercicio (problema 10.38). 
Además, en el problema 10.10 demostraremos el 

Teorema 10.7. (Liebmann). Las esferas son las únicas superfícies conexas y compactas, de 
clase suficientemente alta, que tienen curvatura gausiana constante. 

Obsérvese que uno de los resultados de esté teorema es una propiedad de las esferas, 
de especial importância, que estudiaremos más detalladamente en el próximo capítulo. 
Se trata de lo siguiente: Supongamos que existe una aplicación continua inyectiva f de una 
superfície 2 sobre una superfície S y que la aplicación es localmente inyectiva y conserva la 
primera forma fundamental, es decir, que para cada punto P de 2 existe una carta x = x(u, d) 
que contenga a P y tal que f es una aplicación inyectiva de x = x(u, o) sobre ima carta 
x = x*(u, v ) de S, y que los primeros coeficientes fundamentales concuerden en los puntos 
correspondientes. Obsérvese que, como se rauestra en el problema 9.6 de la página 202, no es 
necesario que las dos superfícies sean la misma, pues una superfície está determinada en forma 
única por sus primeros y por sus segundos coeficientes fundamentales. Sin embargo, si 2 es 
una esfera, entonces S debe ser una esfera de igual radio. En efecto, una esfera 2 tiene curva¬ 
tura gausiana constante e igual a K = 1 /R 2 , en donde R es el radio de 2, y, por ser la cur¬ 
vatura gausiana función únicamente de los primeros coeficientes fundamentales, se deduce 
que S también posee curvatura gausiana constante e igual a K = 1/R 2 . Por otra parte, 
como la esfera 2 es conexa y compacta y la aplicación f de 2 sobre S es continua, se deduce 
que S es conexa y compacta. Pero, entonces, el teorema anterior permite concluir que S es 
también una esfera, y, que, además, su radio es l/K Ui = R. 


NOTACION 


Es posible simplificar muchísimo el formalismo de la teoria de superfícies utilizando los 
tensores y la notación tensorial. Empero, ello exige un cambio de notación, a saber: Las com¬ 
ponentes de un vector se designarán con superíndices en vez de subíndices. Por ejemplo, un 
vector de E a se escribirá: x = + x 2 ez 4- a: 3 e 3 ; un punto perteneciente al plano de los 

parâmetros se representará por (u 1 , u 2 ), y una carta, se simbolizará por x = x(u J , u 2 ). 

Por otro lado, las derivadas parciales de x se denotarán así: 

_ ôx __ 3x __ õ 2 x õhí 

Xt ~ du 1 ’ Xe - dv 2 ’ Xl8 “ ôíí 1 õv?’ X2Z ' du 2 du 2 ’ etc ’ 

De lo anterior, se desprende que un vector tangente viene a ser dx = Xi du 1 + x 2 du 2 , y la 
primera forma fundamental se convertirá en 


I 


dx * dx = xi ■ xi dú l du 1 + 2xi • x 2 du 1 dv? + x 2 * x 2 du 2 du 2 

ffu dit 1 du 1 + 0 i 2 du 1 du 2 + pai du 2 du 1 + 022 du 1 du 2 = 2 Sh* du* du k 

ik 


( 10 . 10 ) 
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en donde, g u = x^ = E, g n - gn = * 1*2 = F y g i2 - x 2 x 2 = G representan los 
primeros coeficientes fundam entales e i, k = 1 , 2 . 

Además, utilizaremos a g para designar el discriminante de I; es decir, 


ff 



= ÕUÕ22 - ffziffu = EG - F 2 


e introduciremos las siguientes magnitudes 

g 11 = 922/9, g li - g 11 = —ffidg = —921/9, g 2t = 
En el problema 10.12 de la página 234, demostraremos que 


2 9*9 


,o = s! = Ç; 


si i - j 
en otros casos 


Es decir, la matriz (g y ) es la inversa de la (gu), y d producto 



? lí \ = fi o\ 
f 2 ) V o V 


( 10 . 11 ) 

( 10 . 12 ) 


Por ultimo, la diferencial de la normal será el vector dN = N : du 1 + Ng du 2 , y la segun¬ 
da forma fundamental será . . 

II = ~âx • ãS = ~xi • Ki ãu 1 du 1 - xi • Na du 1 du * - x 8 • Ni du 2 du 1 ~ x a * N s du ! du 2 

- bndu 1 du 1 + buãu 1 du 2 + bndu 2 du 1 + bviduPdu 2 = 2 6tk du*du* 

* (10.13) 

en donde, &11 = —Xi * Nj = Xn • N — L 

bi 2 = 62, = -Xj-Ni = -Xi-N 2 = Xia*N = X21 • N = M (10.14) 


Ò 22 = —X 2 * Na — Xaa • N = N 

representan ahora los segundos coeficientes fundamentales. Adernas, por deftnición, será 

6 = det (&íj) = {&n 6 as — 6 ia&*i) = LN — M 2 (10.15) 

Utilizaremos el llamado convênio de swnaciôn de índices repetidos, qüe consiste en lo si- 
guiente: Consideremos la suma 

3 

2 = Oul » 1 + Ofgt » 2 + Oi3 & 3 

a—I 

Obsérvese que, en el primer miembro de la igualdad, & aparece en el producto o^b* solamente 
una vez como subíndice y solamente una vez como superíndice. Guando esto ocurra, omitire* 
mos el signo 2 y escribiremos sencillamente; Oi J> a , Así, pues, 

Oiab® = 2 Gtab* = + Gísb 2 4- aiab 3 

a 

El índicq « se denomina índice de sumación o índice mudo. Al hacer un cálculo, será siempre 
posible cambiar un índice mudo. En otras palabras, 

0(a&“ = Oifib* = <hyb y 

El índice i se denomina índice libre. Este no se puede cambiar. Por dltimo, en el caso de 
una derivada, por ejemplo la dWdu* o la x } = õx/õu*, el índice i se considera como un 
índice alto o superíndice y el j como un subíndice o índice bajo. 


Ejemplo 10.3. 

(a) Seen: f = f{x\ x* t x*} y x* = x^ui, u*), i = 1, 2, 3. La regia de Ia cadeaa para obtener las derivadas 
de f respecto de u\ es 
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4 a/ e* a 

thí* Bx 1 ati' dx 2 du 1 3a? 3 du' 0 = 1 Bx* Bu'* 


Como, según el convênio, a aparece como "subíndice” en y com o "superíndice” en eato se 
puede escribir en Ia siguiente forma dx< * 

Bf _ Bf dx* . 
du* dx a 

(6) Sea S — a a QX a x& t a t p = 1,2,3. Puesto que tanto a como p aparecen una vez h&ciendo de subíndice 
y una vez de superíndice, S es la suma doble siguiente 
3 3 

#=22 ««**“** 
cr=1 —1 

= a^x^x 1 4 a 12 x*x 2 + a t3 aí 1 ^ 3 4- a^ x x 2 x^ + a 2 ^x 2 x^ 4- a 22 x 2 x^ 4- -f a^o^x 2 + 


Ejemplo 10.4. 

Utilizando el convênio de sumación, es posible escribir un vector tangente en la forma dx = x ft du* y 
la primera forma fundamental así: I = du a duP. La diferencial de la normal será: dN = N a dtt a y 

la segunda forma fundamental será: II = -x* * N 3 du a duP — x^p-N du*dufi = b^duFduP* Las ecuaciones 
(J0.5) de G&uss-Weingarten se escriblrán así 

x u ~ + b u N, x 12 — Pi 2 x d + & 12 N, x 2 2 = + ^ 22 ^, N 1 = N 2 = 

o, Simplemente, - rgx a + b^S t N t = i t j = 1,2 


VARIEDADES ELEMENTALES 

En vista de que los tensores tienen amplias aplicaciones, fuera de la que de ellos haremos 
en las superfície» de JS 3 , introduciremos una generalizacidn dei concepto de superfície elemen- 
tal dei siguiente modo: Supongamos que se tiene una colección abstracta, M > de objetos JP 
que Uamaremos 4 < puntos” los cuales pueden ponerse en correspondência biunívoca con un 
conjunto S de /t-uplas de números reales (w 1 , u 2 y . . u n ) que denominaremos las coordenadas 
de P . Esta correspondência, Pfw 1 , u 2 t ..u n ), entre los puntos que pertenecen a M y el con¬ 
junto S de las rc-uplas, recibirá el nombre de sistema de coordenadas de Af, Un sistema de 
coordenadas {o de referencia), P(u l t u V - ■> «"), de M es análogo a una carta x = xíw 1 , u 2 ) 
de una superfície que determine una correspondência biunívoca entre los puntos de la carta 
y un conjunto de puntos dei plano u x u 2 . Cualquier otro sistema de coordenadas P{u l , 
de M , definido en un conjunto de n-uplas, determinará una correspondência biyectiva 
(ít 1 , ...,ií n )H (ü 1 , - * ■, ü n ) entre los dos conjuntos de rc-uplas, S y S, que se llamará trasfor - 
mación de coordenadas* Esta correspondência puede expresarse como ü l = ú^u 1 ,. , u n ), i = 

1 , ,, t , n, 3 % tiene las ecuaciones inversas = u*(ü l , *,., ü ,*j. Aqui, las 0 son funciones 
numéricas reales de S y las u l son funciones numéricas reales de S* Estas ecuaciones corres- 
ponden a la trasformacidn de parâmetro ü l = ü 2 = ü 2 {v},v?) cuya inversa, que 

es u 1 — 0(0, ü 2 ), u 2 — u 2 (iptü 2 ) existe en la intersección de dos cartas de una superfície. 


Supongamos que los conjuntos S de n-uplas de números reales, en los que se definen los 
sistemas de coordenadas, son abiertos, Un conjunto S de n-uplas de números reales (u l ,, ,, u'*) 
es abierto si para cualquier {u \,..,, «Ô) perteneciente a S, existe un real € > 0 tal que todos 


los (b 1 , . ,,, u n ) que cumplan la condicitín de que 


[ n n 1/2 

2 (*'-**•)*] 


pertenezcan a S. 


oupongamos, por otra parte, que las trasrormaciones u' = u l (u\ ...,u n ) 
tienen derivadas parciales continuas ^ y i,j = l, 

üW dVP 


y íub mvwBM 


íí* — u\ü\ ..tienen derivadas parciales continuas ^ y i,j = 1 .n, y los ja- 

cobianos, no nulos, dados por = detf—^ ¥= 0 y » ff*) — det ( —^) # o 

d(u\ ...,w") \duij y ò(ü\ ...,ü*) Vô«V 
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En el problema 10.17 de la página 235, demostraremos que por ser v* y u t funciones mutua¬ 
mente inversas, se tiene 

= 8 J (10.16) 

du a 3m‘ 01 


Se dice que ima función numérica en los reales ü^u 1 , definida en S, es conti¬ 
nua en (i) si, dado un « > 0,- existe un. B > 0 tal que [2 ...,u n ) 

ip(it},.. ,;<))*] <* para < 8 - La función v)(u\ ...,u a ) es continua en S 

si lo es en todo («*,.. .,«J) de S. La derivada parcial 3tt l /3u> en (wj,.. .,«Õ), está defimda 
por el limite 



I 

Oj ■ 


,«õ) = lim 




íí^ + k, .,Uq) ,... , O 

k 


La colección fundamental de puntos M juntamente con la totalidad de los sistemas 
coordenados admisibles, definidos como queda dicho, recibe el nombre de variedad coordenada 
elemental de n dimensiones . 

Ejemplo 10.5- 

(a) Una curva regular simple (es decir, que no se corte a sí misma), perteneciente a E 3 , es una vane a 
coordenada elemental de 1 dimensidn. 

(è) Una superfície elemental (cubierta por una única carta), perteneciente a £ 3 , es una vanedad coordenada 
elemental de 2 dimensiones. 

(c) El propio Ei, junto con todos los sistemas de referencia P(x\x*, **) definidos en (para los cuales 

lás trasformaciones de coordenadas x { — ü^x 1 , x 2 , x 2 ), i — 1,2,3, y sus inversas x x (x , , ), i 

1,2,3, son de clase Ci y tienen los jacobianos # 0 Y ll&.&.aP) * °’ “ una variedad 

elemental de 3 dimensiones. 


tensores , 

Dada una variedad coordenada, se puede considerar que un tensor T en un. punto P de 
la yariedad, es cierto “ente” geométrico que se asocia al punto y que tiene las siguientes pro- 

piédades: 

(Í) Dado el sistema de coordenadas P(«>,..., u") en la variedad, T se representa por medio 
de un conjunto C de escalares que recibe el nombre de componentes de T respecto dei 
sistema de coordenadas P(u 1 ,..., u n ). 

(ii) Si P(ií 1 , ú n ) es cualquier otro sistema de referencia de la variedad, las componentes 
C de T respecto de P(ü l , se relacionan con las componentes C según ciertas leyes 

de trasformación que dependen de la trasformación de coordenadas ü l — {('(u 1 , ...,«"), 
i = 1,. . ., n, y de su inversa, u l = u\ü l , .... ü n ). 

Un ejemplo importante de tensor en un punto de una superfície, es aquel cuyas compo¬ 
nentes respecto de una carta x = x(it 1 , u 2 ) que contenga a P, son los primeros coeficientes 
fundamentales gu, i,j = 1, 2. Si x = x*(ü\ü 2 ) es otra carta cualquiera, que contenga a 
P, y cuyos primeros coeficientes fundamentales sean gu, entonces, de las ecuaciones (9. ) y 
(9.3) se desprende que los gu y los gu, se vinculan mutuamente mediante la ley de trasforma- 
cidr síguiente , 

g “ = g “wW ”'^ = 1 ’ 2 {10J7) 

Este tensor recibe el nombre de tensor métrico covariante de la superfície en P. 

Al igual que el tensor métrico que se acaba de definir, ordinariamente un tensor T depen¬ 
derá dei punto P de la variedad; en ese caso las componentes de T(P) se expresan por medio 
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de funciones de las coordenadas (u 1 ,, . ., u n ) de P, La función que a cada punto P de la 
variedad le hace corresponder el tensor T(P ) se denomina campo de tensores * 

11 

De acuerdo con sus correspondientes leyes de trasformación, los tensores se clasifican dei 
siguiente modo: 

(i) Un tensor se denomina tensor contravariante de orden 1 o vector contravariante, si tiene n 
componentes A\. . ., A n que se trasforman de acuerdo con la siguiente ley: 

A* = A°J~, «,i=\,...,n (10.18) 

(ii) Un tensor se llama tensor covariante de orden 1 o vector covariante sí tiene n componentes 
Ai,, . A n , que se trasforman de acuerdo con la siguiente ley: 

= {10*19) 


(iii) Un tensor recibe el nombre de tensor contravariante de orden 2, si tiene n 2 componentes, 
A lj , i,j = 1,. t , r n, que se trasforman siguiendo la ley: 


A ÍJ 


du a du B ' 


a,p,i,j = 1, .. .,n 


( 10 . 20 ) 


(iv) Un tensor se llama tensor covariante de orden 2, si tiene n 2 componentes, Au, i, j 
que se trasforman de acuerdo con la siguiente ley: 

Ã — á d-ii 3 

Aij - A a$ MpãM 


1, ■ >n, 
( 10 . 21 ) 


Los cuatro tensores mencionados son casos particulares dei siguiente: 


(v) Un tensor se denomina tensor mixto, contravariante de orden r y covariante de orden s, de 
peso N, si tienè n r+t componentes dei tipo A].*., , ik,Jm = 1 , .. que se trasforman de 
acuerdo con la ley: 




dü' r 8u s i ' du e ‘ 
du a ' ÔÜ' 1 dÜ’> 


( 10 . 22 ) 


Si el exponente N dei jacobiano det (õuVõü 1 ) es igual a cero, el tensor se denomina 
tensor absoluto. Si s = 0, se dice que el tensor es contravariante puro. Si r = 0, se 
dice que es covariante puro. A la suma r + s se le llama orden dei tensor. Obsêrvese que 
los tensores (i), (ii), (iii) y (iv) son absolutos. Por otra parte, por definicidn: 


(vi) Un escalar es un tensor de orden cero. 


Por último, obsêrvese que la ley de trasformación de un tensor general es transitiva. 

Por ejemplo, consideremos la ley de trasformación A í = A“^^ que expresa la relación que 1 

existe entre las componentes de un vector contravariante en los sistemas dç coordenadas, 
Piü 1 , , y P(ü 1 t . * - tü*) . De la ecuación {10.18), por sustitución y aplicando la regia 

de la cadena, se desprende que 



que es precisamente la ley de trasformación que relaciona las componentes dei vector, referido 
a los sistemas coordenados P{ü l , .. *,ü n ) y P(u\ , * ,,u n ). 

Ejemplo 10.6- 

(a) Sea /(x 1 , x 3 , x 3 ) una funcitín numérica real de claae C 1 , definida en un conjunto abierto U de E$. Si 
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(b) 


(c) 


s f s= *<(*!, &, í*), i = 1,2,3, es una trasformación admisible de coordenadas, entonces, segdn la regia 
de la cadena, en cada punia se tiene 


Bf . _ df -dx* 
B& dx a Õ& ’ 


* = M, 3 


De esta suerte, la eciiación (10J9) permite ver que las Bffòxi — 1*2,3, son las componentes de un 
campo de vectorea covariantes de U, que liam aremos gradiente de f . 

De las ecuaciones (10.17) y (10.21) se colige que el tensor métrico covariante, es decir, el campo tenso¬ 
rial de una superfície cuyas componentes son ios primeros coeficientes fundamentales gít, es un campo 
de tensores covariantes absolutos de segundo ordem 

Recordemos que (véase la ecuación (9.11) de la página 187) los segundos coeficientes fundamentales bij 
se trasforman dei mismo modo que los g[j 3 es decir, que en la intersecciÓn de dos cartas, x = w 2 ) 

y x = x^fu 1 , «2) , se tiene 

òu a Bttfl 


h = 


8* f dül 


De manera que los segundos coeficientes fundamentales, son, además, las componentes de un campo 
de tensores covariantes absolutos, de segundo orden, sobre Ia superfície. 

(d) Sea ü 1 “ ^(w 1 . u n ) una trasformación admisible de coordenadas en una variedad coordenada de 

dimensión n, y consideremos la suma ^ en un punto. Como la única contribución tiene lugaV 
cuando <x = $, entonces tenemos 


s; 


p BÜ* dit a _ dül du a _ 


ff BvP dü l 


òu<* dü* 


«I = 


*í 


w 


en donde hemos utilizado la ecuación (10.16). De la ecuación (10.22) se desprende que la delta de 
Kronecker, s{ es un tensor absoluto mixto de segundo orden, covariante de primer orden y contrava- 
riante de primer orden. Obsérvese que este es un tensor cuyas componentes son las mismas respecto de 
cualquier sistema de referencia dado en la variedad. 

_ dü l Büf 

Supongamos que en un punto de la intersecciÓn de dos cartas de una superfície, es A ** = g** , 

en donde los g'J se han definido en la ecuación (10.11). Además, consideremos la siguiente suma 


- a M su* aQ dü* büi _ 

ÕSlA 3ya d& 5A* 3 3tt a ôw® \dü k ÔU*) 3yer3 


duf BA> 


*e aít 3üi Bvfi 


Buy dül 
du t Btfi 


*a _ «e eu* 

g T a9 'afli ** b& atfi 


duP Bui 
dül du& 


= i{ = si 


Paes to que se deduce que 

... õú { àü$ 

g - a - g a * òua 

De esta suerte, la ecuación (10.20) nos permite ver que lasg*;' son las componentes de un campo de 
tensores contravariantes absolutos, de segundo orden, en Ia superfície, llamados tensores métricos contra- 
variantes. 


(f) Consideremos los 27 escalares e^ k t i, j,& = 1,2, 3, que se definen en la siguiente forma 

0 si dos de los índices i, j, h son iguales 
ciífc = ^ i si i, /, h es una permutación de orden par de 1, 2, 3 

-1 si í, j, k es una permutación de orden impar de 1, 2, 3 


Por ejemplo, e 11 ^ = 0, e™ = 0, e 12 * - 1, e 213 = ^l, = 1, Recordemos que 

f a\ 


det (a|) = det 


2 H a 
2 A : 


\«í- 


= 2 ±o i«j a f 
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en donde, ee toma el signo + cuando i, j, k forman una permutación de orden par de los números 1, 2, 3, 
y el signo — cuando i, j, k son una permutación de orden impar de 1, 2, 3. Pero, entonces, de Ia defini- 
ción de e® se deduce que 

det(aj) = 2 e oBy «„a!a® . = e a ^a } a aíal 

a&y 

en donde sumamos en la extensión de todos los a, p, y. Por otra partç, observemos que 


«“^«Sojoí 


f + det (oj) si p y q , r es una permutación de orden par de 1, 2, 3 
\— det (a{) si p, q t r es una permutación de orden impar de 1, 2, 3 


De modo que 


c par = e <x&y a^a^a T y 


Ahora, bien, supongamos que w 3 ) es una trasformación de coordenadas en una variedad 

coordenada de 3 dimensiones. Entonces, de la anterior se desprende que 


cpflr det 


(s) 


e«Bv 


BA p 3üt àü r 
Bu« Buí Bu? 


gpqr — e pqr 


- j^det 


(S.^ 


n 


éa&y í 2 2 £«: 

õu a BuB Bu* 


dst 


( 8 ) 


e a&y 


ÒÜP 3Ü Q Bií* 
du* BvP Buy* 


De esto se deduce que los e*# son las componentes de un tensor contravariante de tercer orden y peso 1. 
Obsérvese que Ias magnitudes e^ kr i,j,k = 1,2,3, donde — e iífc , son las componentes de un vec- 
tor contravariante de tercer orden y peso —1. La démostración de esta verdad la dejamos al lector 
como ejercicio. 


dice que un conjunto de componentes de un tensor es simétrico respecto de dos índices 
contravariantes (superíndices), o respecto de dos índices covariantes (subíndices), si Ias com¬ 
ponentes no varían al permutar los índices. Por ejemplo, es simétrica respecto dei pri¬ 
mer y dei tercer índices contravariantes si A** = para cualesquiera i y k. 

Se dice que las componentes de un tensor son hemisimêtricas (o antisimétricas) respecto 
de dos índices contravariantes, o respecto de dos índices covariantes, si al permutar los índices 
cambia el signo algebraico de la componente. Por ejemplo A% es hemísimétrica respecto dei 
primer y dei tercer índices contravariantes si A%* — —A^ para cualesquiera i y k. 


Si un tensor es simétrico tanto respecto de todos los pares de índices contravariantes 
como respecto de todos los covariantes, entonces se dice simplemente que es simétrico. Si un 
tensor es hemisimétrico respecto de todos los pares de índices contravariantes y respecto de 
todos los covariantes, entonces se dice simplemente que es hemisimétrico. 

En el problema 10.19 se demostrará que si las componentes de un tensor respecto de un 
sistema de coordenadas son simétricas con reladÓn a un par de índices, entonces también lo 
serán respecto de los mismos índices en cualquier otro sistema de referencia. De modo que la 
simetria respecto de un par de índices es una propiedad intrínseca dei tensor. Otro tanto 
puede decirse de la hemísimetría. 


Ejemplo 10.7. 

(a) Los tensores métricos contravariantes y los métricos covariantes son simétricos, puea = g H t í,; = 1,2, 
v ffi) = ffft, U - 1*2. 

(b) El concâpto de la delta de Kronecker se puede ampliar dei siguiente modo 


3 


P<T 

Ü 


1* si i - p 7 j = q, e i r* j 

- ™ 1, si i = q t j = p T e i & j (i t j t p, q - 1,,.., n) 

f 0, en cualquier otro caso 


En el problema 10.14 de la p&gina 234, se demostrará que las son las componentes de un tensor 
absoluto de cuarto orden, covariante de segundo orden y contravariante de segundo orden. Es evidente 
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que tal tensor es hemisimátrico respecto de sus índices contravariantes. En efecto, si i ~ j>, j = q e 
i s<S j, entonces ôjf - 1 y = -1; por tanto, S p<1 = -S£ p , Si i = g, j = p e i ^ j, entonces 

®S <I = -1 > íy p = 1 y Sy" = -5™. En cualquier otro caso, es fiy 9 = 0, Sy S = 0 y - -tff, En forma 

parecida se prueba que es, hemisimétríco respecto de sus índices covariantes. 


(c) Lo anterior se generaliza, aún más, dei siguiente modo 




1, si los i i,. ,, f i m son distintos y j\,. , ,, j m es una permutacidn de orden par de i\, 

< -^1» si los h>. . . t i m son distintos y j \,. ., t j m es una permutacién de orden impar de i x . i m 

0, en cualquier otro caso 


Por ejemplo. 


e H22 


= 0, 


1234 


o, C! = o, S 2134 


1234 


"1, ti 


+1, 


°3456 


-1, 


X 


Se demuestra que las fijj.. .j* son las componentes de un tensor absoluto hemisimétríco covariante de 
orden m y contravariante de orden m. 


ALGEBRA TENSORIAL 

(c) Adición. Sean A)^. \ y B \las componentes de dos tensores, A y B, contravariante 
y covariante de drdenes y pesos iguales, En el problema de 10.18 de la página 235, demos¬ 
traremos que la suma 

C £ I “ 'tf _ AU ' ir t nU m ir 

que se obtiene adicionando las componentes de A y B t representa las componentes de 
un tensor C contravariante y covariante de drdenes y pesos iguales a los de A y B, que 
se llama suma de A y B t 


(6) Producto externo de tensores ; Si las componentes B$l [ de un tensor B de orden p + k 

se multiplican por las componentes A 1 //.. X de un tensor A de orden r + s, el resultado 
será un conjunto de n r+>+p+ * numeros 


^ Jl' - ’ -íq 



■ct p 


que f como se comprueba facilmente, son las componentes de un tensor C contravariante 
de orden r + p, covariante de orden s + q y de peso N x + N 2 , siendo N x el peso de 
A y N 2 el peso de B. El tensor C recibe el nombre de producto externo de A por B. Como 
caso particular, A puede ser un tensor de orden cero, es decir, puede ser A = escalar* 

(c) Contracción. Sean Ay ; las componentes de un tensor A contravariante de orden r, co¬ 
variante de orden s y de peso N. Se puede demostrar que, el conjunto de los n r+ *~ 2 
escalares 


que se obtienen igualando el prímer índice contravariante con el primer índice covariante 
y sumando luego, de acuerdo con el convénio de sumación, son las componentes de un 
tensor B , contravariante de orden r — 1, covariante de orden s — 1 y de peso N . 
Se dice que el tensor B es una contracción dei tensqr A. Una contracción vectorial se 
logra escogiendo un índice covariante y otro contravariante* 


Ejemplo lü.S. 

(a) Sean 4^ las componentes <le un tensor contravariante arbitrário, de segundo orden, y, además, Bü — 
Es de observar que los B 1 * son también las componentes deun tensor contravariante de segundo 
orden, pues 
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B ° det J dutz 3u g - A det J Su<x 5w „ A det J 

Consideremos, ahora, el tensor que se define por 

Cís = £{4<i + F*) 


dü J dü l 
òvP du a 


= ÃH = BV 


na — \íAU. 


En este caso, ÇH = + B*) — -h AU) = O* 

y = -D* 

De modo que C es simétrico y D ü es hemisimétrico* Pero, es € {i -3- D** = , y, de esta suerte, 

cualquier tensor contravariante de segundo orden resulta ser la suma de un tensor contravariante simé¬ 
trico y otro contravariante hemisimétríco de segundo orden* 


(6) Sean: eU - eu - 0, e 12 = e x2 = X» e 21 - ^21 - — 1 y e 22 = * 22 = 0* En este caso, y son los 
análogos bidimensionales de los e*** y que figuran enel ejemplo ÍO^B^). Consideremos, ahora, el 

producto externo 

Apq = e pq 

Nótese que si los p, q son diferentes, entonces, será A pq = 1 si i ^ p y j - q> y = —1 si i = q 

y j — p. En cualquier otro caso, será = 0* Por lo tanto, según el ejemplo 10*7(6), será 

jü _ ÉÍ j e - tO 
— e e pd ~ °p j i 


Por otra parte, vemos que la contraccián 

S«à = e«ie aq = eUe iq + e 2i e u 



ei j = 9 

en los -de- 
más casos 


} 


a 


j 

9 


APLICACION DE LOS TENSORES A LAS ECUACIONES DE LA TEORIA 
DE SUPERFÍCIES 

Consideremos las ecuaciones de Gauss, a saber 

Xíj = .rgx a 4- b y N = 1,2) (10.23) 

Si se realiza el producto escalar de las ecuaciones de Gauss por x«, se tendrá 

f 

Xij-Xfe = r^x^-Xk) = ryfifak 

Las magnitudes r iík = (xy * x*) se denominan símbolos de Christoffel de primem especie. Al 
utilizar la igualdad g\ag ai ~ Si, se deduce, por otra parte, que 

Ti iP g 8k = r lg a tg 8h = = rg 

De modo que los símbolos de Christoffel de primera especie se relacionan con los símbolos de 
Christoffel de segunda especie por medio de las siguientes ecuaciones 

Tyk = g ka T% y r« ‘= g ka r ija (10.24) 

En el problema 10.24 de la página 237, demostraremos que los r«k tienen la expresión 

r “‘ = ¥cB + w~w\ ^ 

y, por tanto, los vienen dados por 

rs - iHw + w- s é\ aow 

Obsérvese que los símbolos de Christoffel no son componentes de un tensor, en la forma 
en qué se han definido anteriormente. En las Ieyes de trasfónt«*ciòn de este® símbolos inter- 
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vienen las segundas derivadas de Ia trasformación de parâmetros. En el problema 10.27 de 
la página 237, se demostrará el 

Teorema 10.8. Los símbolos de Christoffel se trasforman de acuerdo con las siguientes leyes 

' ôu a du s ay i ôü k 

“ 8 dv> ÒV? + dü* ÔÜ } j dtt y 
^ du a du B . , „ d 2 U a 1 du y 

au * dü 1 + 9ay av> õü 1 ] ôü k 

Consideremos, luego, las ecuaciones de Weingarten, a saber 

Ni = #%,, a,i = 1,2 (10.27) 

Si multiplicamos escalarmente por xj, se vèrá que los segundos coeficientes fundamentales 
ba satisfacen la igualdad 

-&ü = Ni-Xj = j8fx«*Xj = j8fp«j 

Si definimos b{ = biag aS , de aqui se desprende que 

M = bi 7 g y> = -p?g a yg yí = 

Y, de esta suerte, las ecuaciones de Weingarten se pueden escribir así 

Ni = -bix a , f = 1,2 (10.28) 

en donde bj y bg se relacionah por medio de las igualdades 

bí = g aí h* y b i} = g aj b? (10.29) 

Aqui, los ba son las componentes de un tensor covariante absoluto de segundo orden y los 
b* las componentes de un tensor absoluto de segundo orden, contravariante de primer orden 
y covariante de primer orden. 

En seguida, definimos los símbolos de Riemann de segunda clase, a saber 

■Rmtjk = bikbjm — bij bfím (10,30) 

y sus asociados, los símbolos de Riemann de primera clase, a saber 

= g^Rauk (10.31) 

Vemos que los fímí* son las componentes de un tensor covariante absoluto de cuarto orden, 
y los Rf jk , las componentes de un tensor absoluto de cuarto orden, covariante de tercer orden 
y contravariante de primer orden, que reciben, en su orden, los nombres de tensor covariante 
de curvatura de Riemann y tensor mixto de curvatura de Riemann. De las ecuaciones (10,29) 
y (10.31) se desprende que 

Rlk = g^ibikbux-bijbka) = 6*6? - b^bl (10.32) 

Observemos en la (10.30) que los R^jk son hemisimétricas respecto de los dos primeros 
y de los dos últimos índices, es decir, 

Rimjk — Rnijk y Rrnik] ~ Rmijk (10.33) 

De modo que íW = 0 siempre que sean iguales los dos primeros o los dos últimos índices. 
Por ello, sdlo cuatro de las componentes son diferentes de cero, a saber, 

R1212 — R2121 — bsí&ti — b 12b21 — LN — M 2 = 6 ( 1034 ) 

y Rim = R2112 — biabai — 622611 = —(LN — M 2 ) = —6 (10.35) 

Si bien los tensores de curvatura se definieron en función de los coeficiente de la segunda 
forma fundamental, realmente, también se pueden expresar sdlo en funcidn de los coeficiente 
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de la primera forma fundamental, e? decir, de tensores métricos y de sus derivadas. En el 
problema 10.29 de la página 239, se demostrará el 

d d 

Teorema 10.9. Rmak = ^yí^m — TV* + rglWa “ 

Como los símbolos de Christoffel sdlo dependen de tensores métricos y de sus derivadas, 
e ntope^ lo mismo debe ocurrir con los tensores de curvatura. Obsérvese que lo dicho es equi¬ 
valente al teorema de Gauss, pues, según la ecuacidn (10.34), la curvatura de Gauss es 

_ LN-M 2 _ b _ Ru» 

K — EG — F 2 ~ g ~ g 


Problemas resueltos 


TEORIA DE LAS SUPERFÍCIES 

10.1. Demostrar que las ecuaciones de Gauss-Weingarten para una carta de Monge, dada 
por‘ x = «ei + i>e 3 +• f(u, t>)e 3 , son 


gx m ~ prx u + çrxo + rg 1/2 N 
gxav — psxtt + qsx v + sp 1/s N 
gxm = ptxu + gtxo + tg UÍ H 
en donde, p = f u , q — A> — Au, 


g 3/i N» = (spq — rq 2 — r)x u + (rpq — sp 2 — s)x« 
p s/! N* = (tpq - sq 2 - s)xu + (spq - tp 2 - f)x„ 

a= A*, t ~ f m , g ~ l+p 2 + q 2 . 


Xy — e, + pe 3 , x v — e 3 + x u „ — x^, $e 3 , x^u te® 

£? = x„ ■ Xu = 1 + p®, F=Xu*Xi, = pq, G = x„*x 0 = 1 + 3* 

EG — F 2 - 1 + p 2 + q 2 - 9 , N = x»X x^/jx^ x x„l = -(pej -I- qe 2 - e 3 }/^ 1/2 

h — x uu • N r/g 1/2 , M — x au • N = s/g li2 , N = x„„ • N = tjg vi 

E u = 2pr, E v = 2 ps, F u = ps + qr, F v = pt + qs, G„ = 2 qs, G v — 2qt 


De Ias ecuaciones (10.2) y (10.4) se obtíene 

rj, = pr/g rjj = pa/g = pt/ff 

rf, = qr/g T 2 t = qa/g T% = qt/g 

p\ = (apq~rq 2 -r)/g 2>2 p\ ~ (tpq-sq 2 -a)/g 2/2 

Pi — (rpq ~ S P 2 — a)/g s,i p\ — (spq — tp 2 — t)/g 2/ 2 

de donde se desprende el resultado buscado. 


10.2. Con la ayuda de las ecuaciones de Weingarten, demostrar que 

III - 2HII + ÍCI = 0 

en donde la tercera forma fundamental, III = dN-dN, H es la curvatura media y 
K la curvatura gausiana. 

Con la ayuda de Ia ecuacióo ( 10 . 2 ) de la página 214, se obtíene 
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N u * N„ 


Análogamente 
N„ • N„ = 


- (/íjx* + /3?x u ) • (0}x u + /8 2 x„) 

(MF - LG) 2 E 2(MF - LG)(LF - ME)F (LF-ME) 2 G 

~ (EG -F 2 ) 2 + (EG - F 2 ) 2 + (EG ~ F 2 ) 2 

(-2LMF + L 2 G + EM 2 )(EG - F 2 ) _ (EN — 2MF + LG)L — (LN — M 2 )E 
(EG - F 2 ) 2 ~ EG-F 2 

= 2HL - KE 


\ x u “t" /? j x^,) • (/3j x u "I" (3o ^v) 

(MF - LG)(NF - MG)E (NF — MG)(LF — ME)F 

(EG -F 2 ) 2 ' ' + (EG-F 2 ) 2 

(MF - LG)(MF - NE)F (LF - ME)(MF -NE)G 

+ (EG - F 2 ) 2 + (EG-F 2 ) 2 

(MEN - M 2 F 4- LGM - FLN)(EG - F 2 ) _ (EN — 2MF + LG)M (LN-M*)F 

(EG - F 2 ) 2 ~ EG- F 2 EG-F 2 

2 HM - KF 


Además N„'N„ = (£‘x u + /ífx„) • (p\x u + &%*?) 

(NF - MG) 2 E 2(NF-MG)(MF-NE)F (MF-NE) 2 G 
(EG-F 2 ) 2 + (EG-F 2 ) 2 + (EG-F 2 ) 2 

(EN 2 — 2MFN + M 2 G)(EG — F 2 ) (EN — 2MF + LG)N (LN - M 2 )G 

(EG - F 2 ) 2 ~ EG- F 2 EG- F 2 

- 2 HN~ KG 
De ello se deduce que 

III = dN-dN = (N u du + N„ dv) • (N a du + N„ dv) = N„ ■ N„ du 2 + 2N„ • N„ dv dv + N tt * N„ dv 2 
= {2 HL - KE) du 2 + 2 (2HM - KF) du dv + (2HN - KG) dv 2 
= 2H(L du 2 + 2 Mdudv + N dv 2 ) - K(E du 2 + 2Fdudv + G dv 2 ) - 2HII - Kl 
lo cual proporciona el resultado deseado. 


10.3. 


Demostrar que los símbolos de Christoffel rjj se expresan por medio de las ecuaciones 
(10.4) de la página 215. 


Obsêrvese que 

x «* x uu = £(x„*x u ) u = %E U , “ %E V 

x v ’ '^'( x ií " x u)p x t? * ^( x t? * x u)u 

Además, utilizando lo anterior, se obtiene 

“ (^m x t?)tt x Uíl * x^j "1" Xjj * X U1J ”1" 

F v = (x u *x u ) tí = x uv * x v + x u * x™ = %G U + Xu-x^ 

De donde Xy*x Utt “ m fêv* x u* x ^ =. F v~i^u 

Y, según Ia ecuación de Gauss y teniendo en cuenta lo anterior, se deduce que 

— X u * X U11 — r i |X u "X u + ^ll x a* x t' = -^ 31 ^ ^ n E 

F u — ^E v — x v *x tIU — TjjXjj-Xu ■+■ V il x v w x v = + r^jG 

h E v = x a* x ^ü = + r? a x B -Xy - T\ % E + t* 2 f 

= rJgXu^ + r 2 í2 x v *x v = t\ 2 F + y\ 2 G 

F v — X tt * x vu “ Tg^X^ * x w + r 22 X u * X„ — Y 22 E + F22F 

— X^j * X^y — r 22 Xy * X u + TggXy * X w — ^ 

Al resolver las dos primeras ecuaciones para y r^, las dos siguientes para f| 2 y y ias dos 
últimas para rJ 2 yF| 2 ,se obtiene 


GE U - 2FF U -f FE V 
2 (EG-F*) 


CrE v — FG U í 2 GF V — GG U — FG V 

2{EG - F 2 ) r22 = 2 (EG - F 2 ) 


1 11 


2 EF U - EE V + FE U 
2 (EG-F 2 ) 


s _ EG U -FE V 
12 ~ 2(EG-F 2 ) 


EG S - 2FF e + FG U 
2(EG - F 2 ) 
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10.4. Demostrar que K.(JSG — i^ 2 ) 2 — [xuuXuX-][xwX u Xu] [x utjX w X v ] 2 É 

L = Xuu-N = x* a • x„ x x^lxa X xj = [x ull x u x u ]/ix u X x v | 

Af = x„ e • N = [x* u x a x l ,]/lx ll Xx (J |, N - X U1Í *N = iw]/!*» X Xvl 

tXnuXBXultXeiPCuXo] - [x^C^P 


De este modo, 


LN — M 2 = 


lx„ X x„| 2 

Además, K X xj 2 => (x u xxj •(x.Xic,) = (x u *x„)(x u *x 0 ) - (x u *x v ) a = EG - F 2 

LN-M 2 [x aa X u X^] [x^ M X r ] - [Xm^XuP 


Por tanto, 


EG-F 2 


(EG - F 2 ) 2 


10.5. Con base en el resultado dei anterior problema, demostrar que 
K(EG - F 1 )* = (F m - iE m - ÍGuu)(£?G - F 2 ) 

/ 0 F v — £Gu iG v 

+ det E F 

\F a ~\E v F G 

Obsérvese que esta es una demostracidn directa dei teorema de Gauss 

Vemos que 

/ di d 2 da\ / Ci 

[abc][de£] = det e 2 e 3 1 det! a 2 b 2 e 2 

\/i fi fs j \«s b a c a / 


I 0 $E V |G 

- det Ue„ E F 

UG„ F G 


/ 

di 

d % 

— 

d 3 

ai 

6i 

Cl 

= det 

«i 

H 

^3 

<h 

6 a 

c% 

\ 

_h 

h 

/a 


bt 

c 3 


f a • d b • d c • d i 
= det [ a*e b*e ce 
a -1 b*f c - f 


De acuerdo con el problema 10.4 y los cálculos det 10.3, se tiene 
K(EG - F 2 ) 2 


f * X ihj * X W X U X l?U 

det i x„ u • x u x u ■ x u x„ ■ x„ 

yx uu • x„ x u * *« ’ *u 


X U V * X^y X* * X^y Xy * Xyy 

- det ( • X ü X u * Xu Xy • X w 

X^y * Xy X U *Xy Xy * Xy 


X Uíi * X UÜ ^G v 

det I iE u E F 

\F u -) i E v F G 


/*ao**ut> Í E v 
det I E F 

\ F G 


Como ambos determinantes tienen cotnún el menor 


(?«)• 


se deduce que 


K(EG — F 2 ) 2 = (x H u * x ™ — x uu * Xuy) {EG - F 2 ) 

I 0 w 

+ det I \E U E F 

\Fn-kEv F G 


0 %E V 
det I Í^y E F 

\ÍO % F G 


En el problema 10,3 obtuvimos que x uu * Xy — F u — y x uv * x v — Por tanto, 

{F U -\E V ) y = (X UK *Xy)y = X^-^+Iyg^ (ÍG U ) U = (X UU 'Xy) U " *^"*1 + ** 

Por sustraccidn, se tiene. 
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que era lo que se buscaba. 


10.6* Demostrar que, si Ias curvas de parâmetros de una carta son líneas de curvatura, en- 
tonces las ecuaciones (10*7) de Codazzi-Mainardi adoptan la siguiente forma 

ti = kÊzt ti - 1 ÇLl ( \ 

dv 2 E (k * k i >’ du~ 2 G^~ 

en donde «i y k 2 son las curvaturas princípales. 

Si las curvas de parâmetros son líneas de curvatura, entonces, F - M - 0. En ese caso las 
ecuaciones (10*7) se reducen a 



Pero, según el teorema 9.13 de Ia página 198, si las curvas de parâmetros son líneas de curvatura, 
entonces <i - L/E y k 2 = N /£?, que era lo que se deseaba lener. 


10*7, Demostrar que no existe en £ 3 ninguna superfície compacta de clase ^ 2 cuya curva¬ 
tura gausiana sea K ^ 0. 

Supongamos lo contrario, es decir, que existe una superfície compacta de clase >: 2 con K < 0 
en cada uno de sus puntos. Y consideremos la función numérica en los reales, f(P) - |x| 2 = x*x, 
en que x es el punto P. Dejamos como ejercicio ai lector la demostración de que / es continua en S. 
Por consíguiente, según el teorema 6.9 de la página 118,/ adopta su máximo, llamémoslo /(Po) = 
\xq\2 = r 2 en algún punto P 0 de S. Obsérvese que es r% > 0. Si no, tendríamos / ^ 0 en S, pues 
/ ^ 0 y es su máximo. Pero* en ese caso, S estaria formado por el único punto x - 0, lo cual 
es imposible. Consideremos, ahora, que sea x = x(w, u) una carta de S que contenga a Po y tal que 
las curvas de parâmetro u y las de parâmetro ti posean direcciones príncipales en Po, Como /(P) = 
/(x(u, v)) tiene ud máximo en P 0 , entonces, 

en Po. Ademág, ^ = 2x **“ = ° * df/õv = 2x ‘ x « = 0 

dZffdu 2 ' — 2^ * x u 4- 2x * x uu — 0 y 0 2 //dv 2 — 2x v * x v + 2x ■ x w — 0 

en P o. De Ias dos primeras ecuaciones anteriores deducimos que x es ortogonal a x ü y x„ en Po- Por 
lo tanto, será N = ±x/\x\ =^ ± x/r en P 0 . Podemos suponer que el sentido de N es tal que N = 
x/r. Sushtuyendo en Ias dos ultimas ecuaciones precedentes, obtendremos que x u *x u + rN*x ÜU < 0 
y Xç-Xp -J- rN-Xpy — 0, o sea, E + rL <0 y Q + rJV ^ 0, es decir, L/E ^ — l/r < 0 y 
N/G < -l/r <0 enP 0 - Y como Ias curvas de parâmetro u y lae de parâmetro v tienen direcciones 
princípales en P 0 , según el teorema 9.11, tenemos que k, - L/E y k 2 = iV/O, y, en consecuencia, 
segnn lo anterior, es K - víjk 2 - LN/EG > l/r% > 0 en P 0 , lo cual también es imposible, porque 
K ^ 0 en S. En esta forma queda demostrada la proposición. 


10.8* Demostrar que f(P) — [k 2 {P) — k 2 (P}] £ es una función continua en una superfície. 

Recordemos que las curvaturas princípales en un punto P de una superfície S dependen de Ia 
onentación de la carta que contenga aP,y que cambian de signo a? variar el sentido de N. De esta 
suerte, a no ser que S sea orientable, podría ocurrir que resultare imposible definir las propias K|(P) 
y como funciones continuas en toda la extensión de S. Obsérvese, sin embargo, que / no de¬ 

pende dei cambio de signo de ki y k 2 y, en consecuencia, resulta ser una propiedad intrínseca de S t 
independiente de la carta que contenga a P, 

Para demostrar que / es continua en un punto Po, supongamos que x = x(u, v ) es una carta 
que contiene a Pq. Como Ki y k 2 son funciones contínuas de los primeras y de los segundos coeficientes 
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fímdamentales, entonces /(P) = f(x(u t v)) será una función continua de u y u. De tal suerte que, 
dado un t > 0, existe un > 0 taí que [/(xfa, u)) — f(x(itQ t ííq)) | < q si (w, u) pertenece a 
S 5l (tto, vq). Según el problema 8.13 de Ia página 175,Iaimagen M de S^iu^uo) en S es Ia intersección 
con S de un conjunto abierto O de F*. De esto se colige que existe en £3 un (x 0 ) tal que la Sb(x 0 ) R S 
está contenida en M* De modo que, si x pertenece a S&(x o) Pl S, tenemos que ]/(x) - /(x 0 )| <: e. 
Con lo cual se verifica que / es continua en P 0 y queda demostrada la proposición. 


10.9, Demostrar el lema de Hilbert, a saber: Si en un punto de una superfície de clase 
suficientemente alta* se tiene qu£: (i) kj(Pq) es un máximo local, (ii) K 2 Í.P 0 ) cs un mí¬ 
nimo local, (iii) Kj (Po) > k 2 (Po) j entonc^ if(Po) ^ 0, 


Como quiera que kj(Po) ^ K 2 (Po)í entonces Po no es un punto umbilical. De esta suerte, 
segun el teorema 9.10 de la página 197, existe una carta x — x(u, y) que contiene a Ps y cuyas cur* 
vas de parâmetro son líneas de curvatura. Del problema 10.6 se desprende que 

= 1 ^y. i _ \ _ 1 G u; 

dv 2 E ^ y 2 G ffl 


Derivando, 


l9 2 <; 

lí* 

Sm* 


! ( SB„ ~ E 2 V \ 
2 \ E* ) 

1 /GG UU - Gt\ 

2\ G z J 


(*c 3 — «Ti) + ^« i)v 


(«1 ” ffa) + ^ ^(^1 “ K z)u 


Como quiera que Ki y k 2 son valores extremos en Po* entonces dK X /dv = dx z /du = 0 en p ü . Ade- 
más, Ki ^ k 2 en Po, De esta suerte, de las dos primeras ecuaciones precedentes, eale que E v = 
G u = 0 en Po* Al sustituír estos valores en el segundo par de ecuaciones anteriores, se obtiene que 


d 2jC l _ 1 ÒK Z 

w - y ^ 


1 -!^.í k - K \ 

2 Q \ K 1 K 2> 


Como ki es un máximo en P 0 , entonces d^/av* - 0 en ese punto. Por otra parte, es Ki > en 
P* y E > 0. Por tanto, según Ia primera de las ecuaciones anteriores* E vv >0en P 0 . Como k 2 
es un mínimo en P 0 , entonces S 2 k 2 /3u 2 — 0 en ese punto. Además, es G > 0. Por tanto, es G Urt > 
0 en Po^ Por último, puesto que las curvas de parâmetros son líneas de curvatura, tenemos que F = 
^ = Además, en Po* es E v = 0 y É? u = 0. Del problema 10.5 se desprende que, en Po, es 


K 


2 EG 


Y como Ftfo — 0 y G uu — 0, se concluye que es K ^ 0, que era el resultado que se buscaba. 


10*10. Demostrar el teorema 10.7, a saber; Las esferas son las fínicas superfícies de clase 
suficientemente alta, conexas y compactas que poseen curvatura gausiana constante, 

Supongamos que S es una superfície conexa y compacta que tiene K =* constante. Según el 
problema 10,7, en níngun punto de S puede ser K ^ 0. - Por ello, podemos suponer que sea K = 
constante > 0. Ahora, biem Si fuera posible demostrar que cada uno de los puntos de S es un punto 
umbilical esférico, entonces, dei teorema 10.5 de la pagina 219, se deduciria que S es una superfície 
esférica* y la demoetración habría concluído. Para demostrar que cualquier punto de S es umbilical 
esférico, consideremos Ia función /(P) = 1 (ki(P) -k 3 (F))]S. Según el problema 10.8, /(P) e& conti¬ 
nua en 5 . Como S es compacta, entonces / adopta un máximo absoluto en algún punto Po de S . Su¬ 
pongamos, ahora, que / > 0 en P 0 - Como / es continua en P 0 , entonces es / > 0 en algún entorno 
Y como es f — (ki — k 2 )2 >0 en S(Po)* entonces ki ^ en S(Pq). Por otra parte, Ki y 
k 2 tienen el mismo signo en S(P 0 ) porque K = kik 2 > 0 en S(P 0 ). De modo que podemos suponer 
que ki > k 2 > 0 en S(Po). Como kj — k 2 > 0 en S(P Q ) y (ki “k 2 ) 2 tiene un máximo en P 0 , se 
colige que Ki — K 2 tiene un máximo local en Po* Como K =■ Kik 2 - constante > 0, k 2 decrece 
cuando Kl crece y se concluye que Ki tiene un máximo local en P 0 y k 2 , un mínimo local en el mis¬ 
mo punto. En esta forma* vemos que si / > 0 en Po, entonces: (i) Ki tiene un máximo local en Pq, 
(ii) K 2 tiene un mínimo local en P 0t y (iii) *i > k 2 en P 0 * Del problema 10.9 se colige que K ^ 6 
en P 0+ Pero, esto resulta imposible, pues K > 0 en S. De esta suerte* / no es positiva en P 0 . Pero, 
ocurre que / adopta su máximo en P 0 y es f(P) > 0 para cualquier P. En consecuencia, es / - 0 
en 5. De aquí se deduce que Ki = k 2 en todo P de S. Y como las curvaturas princípales son valores 
extremos de la curvatura normal en P, y, además, es K > 0, se concluye que la curvatura normal 
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es k = constante ^ 0 en todo punto P. En otras palabras, cualquier punto de S es un punto úmbi' 
lical esférico y, en consecuencia, S es una superâcie esférica. 


TENSORES 

10.11, Demostrar que si v l — a? a u a y w 1 = baV a , entonces, w { = b' a a%u B . 


Esc ribas e: V a 


2 a%0. De donde. 




a & 


2 S&Uew 0 

a E 


bía^uD 


10.12. Demostrar que gi«g ai = 8j, a,i,j = 1,2, sabiendo que los g ai quedaron definidos en 
la ecuacidn (10.11). 

g ía ff a ' - duff 11 + Pis? 21 = 9u9nlg - SnSit/ff = s/s = 1 

Pla?“ 2 — PllP 12 + ?12? 23 = + PisSii/? = 0 

?Sa? al = OllS U + ?22? 21 = Psi?22/? “ Osíffll/ff = 0 

Pía?“ 2 = ? 21 ? 12 + Osiõ 22 = -? 21 ? 2 l/? + OizSu^S = ff/? = 1 

J 1. 9Í 2 = j 

1 0 , en cualquier otro caso 


Y, en consecuencia, 


$ia9 Q 


S 


10.13. Demostrar que = SfSj — SjfSi, sabiendo que los Sf/ 7 se definieron en el ejemplo 
10*7(6) de la página 225, 

Supongamos que Af / 2 = âf . Es evidente que A ?/ 7 - 0 , si i = j. Supongamos, 

ahora, que i ^ j y p ^ i* Entonces, será: 3? = 0 y A?/ — 0 t a menos que p = j y q = i\ 
en ese caso, será Ay 2 — ^1. Si i & j y p = i t entonces, 5? — 0 . Por tanto, Ay 2 = 0, a no ser 
que, también, sea q = j\ en ese caso, será Ay 2 = 1* En esta forma se tiene que 

í b si i * h P = i, q = i 1 

Ag 7 = i -1» Si j, q = i t p = j> ~ 

[ 0, en los demás casos J 

que era lo que se deseaba demostrar. 


10,14. Demostrar que los Sy 1 dei problema precedente son las componentes de un tensor 
absoluto, covariante de segundo orden y contravariante de segundo orden. 


ya ÈhP 3 àu a Bu® 
du? 3u u 30 30 


(3i v ^ _ y g , bü? sm a?t a du* 

. p 3u T du* 30 30 

(-y ( n<7 favA/d?/* __ /-v *wA / <r díA / du a du$\ 

\ ü 3n y J y ^ ííi(.íy \ v Buy / \ y 

du a 

õu** õu& dü l õüi du B du a dü [ düi 
(BiV> du*\í Bü,<i du$\ _ í dür ( Õü* òu a \ 

êü i J\dit& S0J \diiP düiJ [ yBu ü àü* J 

ò i Ò J — 5 i — oíj — Sy 
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De modo que los íy 1 son Ias componentes de un tensor absoluto covariante de segundo orden y con¬ 
travariante de segundo orden* 

Otro método. Los productos y S* son los productos externos de tensores absolutos 
mixtoB covariantes de prímer orden y contravajdantes de primer orden* De donde se desprende que 
son las componentes de tensores absolutos covariantes de segundo orden y contra variantes de segun¬ 
do orden. Y de ello se deduce que las diferencias 

son las componentes de un tensor absoluto covariante de segundo orden y contravariante de segundo 
orden* 


10.15. Demostrar que la contracción AZ de las componentes A\ de un tensor mixto absoluto 
es un invariante escalar. 

, 7{ q ôu a Ò0 - y a du a dií* 

Comoquiera que A\ - AJ ^ , tenemos que Á y = A„ De la ecuacidn ( ÍOAG) 

de la página 222, sale que ~ = ò% . Y, en consecuencia, Ã y y — A% S 3 = A %, que es el resul- 

* 1 1 díí* 3 

tado esperado* 


10*16. Demostrar que si Ã y 5 son Ias componentes de un tensor contravariante de segundo 
orden, covariante de segundo orden, y de peso N , entonces la contracción A“j repre¬ 
senta las componentes de un tensor mixto contravariante de primer orden, covariante 
de primer orden, y de peso JV* 


Puesto que 


7 w 

Ajfi — 



.y& õü p difi êu a du& 
Aa3 du> Bu? W 30 

yar 3ÜV_ dü^ du* 3u$ 

Aafi Buy Bu? dü* 30 
j y<r 30 1 ôuP 

Aa&Sy 3u« 30 ~ 


, tenemos 



1 OfCF 

Â-afr 


3u& 
3v? 30 


Es decír, los A£í se trasforman dei mismo modó que un tensor mixto absoluto de peso N> que era 
Io que ee queria demostrar* 


10.17. Demostrar que si v> = ü^u 1 , * * u n ), z=l^,.. f n f es una trasformacion admisible de 
coordenadas en una variedad coordenada de n dimensiones y u l = u l {v} t *, *, ü ft ) es su 

. , 3ii a i 

inversa, entonces -— —^ = 8Í. 

3u a òu' * 

Segun Ia regia de la cadena 3 



30 

30 30 

30 3u 2 

_L. 

* * _E_ 

30 

3u n 

— ^ $0 


30 

30 30 

30 30 

“I" * 

4 * n~ 

3u n 

30 

3u a 30 

Pero, — 

30 

{»■ 

si i = j 
en los demás V 
casos J 

“ 5Í- 

Así, pues, 

30 

3u a 

3u a 

30 

= ®í- 


travariante y covariante de órdenes iguales y de iguales pesos, entonces 


= A\\ 


■u 

■). 


Bt 


V 

J. 


-* - * -1 

son las componentes de un tensor, contravariante y covariante de iguales d rd enes y 
pesos que A y B. 

" V _ í 1 fti, ■ ■ ■ V 

— Asf-i, + 
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que es el resultado que se buscaba. 


«çtf BÜh ^ t t du&* 
,p * 8w«í ' ‘ ‘ flfti. 


10.19. Demostrar que si las componentes A l £.: % de un tensor son simétricas, respecto de 
los índices tj e i s , por ejemplo, entonces, las componentes trasformadas 


Âk 


■), 



9a* 1 < _ du e * 

* fl * du«> " àV?’ 


son también simétricas respecto de z‘i e i z . 



XVv • (r 
A h- ■ -u 


r. J ./ , a» f \l N 90* sah 

|_ det \90)\ A 9v-9. ôt(a t guot 5mJ. 

(^] N á 0,101 ■ ■ ■»' i£! ísí ... 

L det ^aüiyJ a Pi -b, 9tl<H a u oi a«J. 


A}y- 


■J. 


10.20. Si la magnitud J = C u AiB) es un invariante escalar respecto de las componentes 
A, y Bj de dos vectores covariantes cualesquiera, demostrar que C i! son las compo¬ 
nentes de un tensor contravariante absoluto de segundo orden. 


Se da Ia suma (FAiB; = C a& Ã a Bp para Ai y Bj cualesquiera. De donde, 


C*AiB, = C“»Í ? B P 


C<#A 


du? du” 
t 8 ü« dúfi 


r«e !ül *£a b 
c òü« aúfi yo 


Identificando coeficientes, se tiene: C» = C*f» ^ ~ , io cual nos muestra que los C« son las 
componentes de un tensor absoluto de segundo orden. 


X 0 , 2 ir Demostrar que si A i} y son las componentes de dos tensores simétricos, y si y 
yi son las componentes de dos vectores contravariantes, tales que 

{Ay — Kj-By)# 1 = 0, (Ay —5= 0 f i, j = 1, * * ^ lC a 

entonces, Ay® 1 ®* — iíy® 1 ®* = 0 y ki es un invariante escalar* 

Comoquiera que (Ay-j^By)** = 0 para todo valor de j\ tenemos que (Ay - ^ByJasV = 0 . 
Análogamente, de la segunda ecuactôn se desprende que (Ay — K 2 B ij )y^ = 0, o sea, (Ay — K 2 B t j)x í y i — 
0, porque las Ay y By son simétricas. Por sustracción encontramos que (kj — x 2 )B i jX i yi — 0. Como- 
quiera que m ^ k 2 > entonces BysV = 0 y, por tanto, A tj sV = 0. Para demostrar que ki es 
un invariante escalar, supongamos que los & son Ias componentes de un vector contravariante arbi¬ 
trário y consideremos la siguiente suma 

, - - v . t , . ^ . du a du& „ èüS n d& 

(A (j - * í By)* 1 í í - (A a6 K ( B a p) güi 9üf * 3uy * duB . 

t a t> \ v tr í^\Í dÜ)\ 

- (Acp K t S a{i) x * yefií 9v?)\30 du*) 

Puesto que (A a $ — * t S aí )a:“ = 0 para cualquier p, entonces = 0. Pero, Ias 0 son 

arbitrarias. En consecuencia, (Â (j — *,fiy)** = 0 para todo valor de j. Aeí, pues, ki es una invariante 
escalar. 
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APLICACIONES DE LOS TENSORES 


10.22. Demostrar que las componentes du‘ f i = 1, 2, de un vector tangente, dx - x a du*, 
se trasforman dei mismo modo que las componentes de un vector contravariante. Se 
denominan componentes contravariantes de dx. 


Supongaraos que vA), i — 1,2, es una trasformación admisible de parâmetros y 

qúe tiene como inversa a u* = «.‘(w 1 , m 2 ), t = 1,2. Entonces, de acuerdo con la regia de la cádena, 
. _ 8x dx dx _ dx 30 ■ flx 8ü< „ 

W ~ 557 + ãZS ~ sei 55?* De esto se mfiere que dx = x a du* = ^ = 


8 w l flu« 3üt 6 m“ 3ü> 3u a 


Sm* èu a 


-dx. 

rrycíil 1 . Por tanto, dtt* = duP z—r, que es el resultado que se buscaba. 

fftt 1 otí a 


10,23. Demostrar que = Ttks + rj**. 

Derivando a g fj = aq * x } respecto de uK se tiene: ôg^/òu* — jq* • Xj + X| * Xj k . Y, por deíini- 
cidn, ryjt = Y, en consecuencia, dg^fòu* = r^j 


10.24. Demostrar que 


15~ 9gjfc , Sffki 

2l^ Su } du k J ' 


Segun el problema anterior. 


dgj k 
du* 


àffki _ 

- PjíJt + r fcü* — T k}i + r üfc* y ãí? ” r<ííJ * T í ki * 


Puesto que Ty^ = para cualesquiera i, j, h, entonces 






díi fc 


= 2r 


ijfc* 


àg 


10,25. Demostrar que “ 2írr“i 


m „ d9ll a a- f* d022 dffl2 

tenlte - teia) 2 ) - 3^^ + fín ltor~ 2gi2 'tolF 






du 1 


en donde se ha utilizado la ecuación (10J1) de la pigina 220* De acuerdo con el problema 10-23, 
se tiene 

0 = ffffrtíTrtp + r Sia ) = giff^r^+g^r^) = ff (r“+r|i) = 2 ^ 

en donde se ba utilizado la ígualdad rj = í fc0 T^ o , y se ba remplazado el índice mudo ? por el a. 

10.26. Demostrar que R miík = p<™JS«k, 

Según la (10.31) de la página 228, es g am Bük - eamff^gijk = 


10.27. Demostrar que los símbolos de Christoffel de primera clase se trasforman de acuerdo 
con la siguiente ley 


Fcjfe 


■{ 


Bu a du 6 


T "* y WW + Õav 30 ÕÜ> 


1 dv? 
3M ( dü>] dü k 


Recordemos que los son las componentes de un tensor covariante de segundo orden. De 

modo que Derivando respecto de ü\ se tiene 

du* du* 

dffjk _ BuP dtC* dPuP ÒvP . duP dhP 

sai ~ d& 98) B& + S * y 9&98) 98? + W Ôú*5fife 

d 0Pv 3u<* &u<* du? . 3hl a 9u y , 8%° 9t£ 

Bu a 80 9Sf 98? ' 9av 9090 90* + 0ay 9090 90 
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en donde hemos utilizado Ia regia de la cadena, a saber. cambiando los índices 

30 3u a 30 

mudos y utilizando el hecho de que ff ^ — ff$a- De modo análogo, 

_ dffya 3u? , 5%“ ÔW* 3 2 U a 3v? 

30 õu& 30 3ú k 30 9ay 30 30 30 9ay 30 30 õü k 

3 fflí _ 3 t/ya dvfi 8u y 3u a 3hi. a 3v? B 2 U a 3u y 

y 3ü k BuP 3ü k a«í Õü) + 9ay 3ü k 30 30 + 9ay 30 30 30 

De la ecuación (10.25) de Ia página 227, se desprende que 

_ 1 pgjfc Bff ki dgjjl 

r « k ” 2 L 30 + 30 3ü k ] 

_ 1 pg^r . fl gy« 3g«g 1 3u a 3vfi 30 a*M a 30 

2 L 3u« Bu** 30 J 30 80 30 + 9ay 30 30 30 

3ti a 30 d 2 U a 1 30_ 

T ** y 30 90 + 9ay 30 30 f 3Ü k 


10.28. Demostrar el teorema 10.2, a saber: Sea x = x(u, v) una carta de una superfície de 
clase > 2 tal que los coeficientes de Ias ecuaciones de Gauss-Weingarten sean de clase 
C 1 . Entonces, las derivadas mixtas x UUVl x uuu , x vuu , x„„ u existen y satisfacen la ecuación 
(10.6) si y sólo si los segundos coeficientes fundamentales satisfacen las ecuaciones de 
compatibilidad (10.7) y (10.8). 

Como se supone que los coeficientes de Ias ecuaciones de Gauss, a saber, x, ; = r“jx 0 + 6 yN , 
son de clase C 1 , es posible calcular sus terceras derivadas, dei siguiente modo 

^ 

§ u k ~ — ^ ij)k x a + r jj X ak + (í>;i)k;N -f- 6 y N k 

= (rSW + rtf[r£ k * B + ò (1 -.N] + (& y ) k N + &„<-&£ xj 
= [trS)k + rgrJ k -6abS]* a + [r§6„ k + 

Obsérvese que hemos utilizado la ecuación de Weingarten N, = -bfx a . Análogamente, 

*i*i = [(TÍL) í + rÍr£-Mj]^.+ [r^b», + (b^jw 

Ahora, bíen, las derivadas de tercer orden son independientes dei orden en que se ejecute la deriva- 
ción si y sólo si Xy k = x^p i k, j = 1 , 2 f o sea, si y solo si 

^jk — x iki — [( r tí)fc — + FtfFÊk — — 

+ PZK* + (Vk - - (Mj]N = 0 

Puesto que xi, X 2 y N son in f endientes, la ecuación anterior equivale a estas otras 

(“) (rS)it - (rf fc ); + rgrj k - - b i} b a k + b ik bj = 0 , «, i, i, k = 1,2 

( 6 ) r“j b ak + ( 6 .j) k — T%b a , — (b, k )j = 0 , i, j, k — 1,2 

Consideremos, prímero, la ecuación ( b). Es evidente que j = h satisface la ecuación. Por otra 
parte, el primer miembro de la igualdad simplemente cambia de signo si se permutany y k * De esta 
suerte, la (b) equivale a las dos ecuaciones que se obtienen al hacer i - 1 , j = 1, k = 2 e í =2, 
j — 1 , k — 2 , a saber 

(^11)2 (^12)1 Pia^tri (^21)2 = I^22^ai ” ^"21 ^«2 

Si desarrollamos los segundos miembros de las precedentes ecuaciones y utilizamos las igualdades 
= 6 ia — & ai = M f ò 22 ~ N, u = u l y v — u 2 t obtenemos las ecuaciones (10.7) de Mainar- 
di-Codazzi; es decir, 

L u -M u = riíL + íiig-rl^M-ii^ 

— N u — r 22 L + (r | 2 “rj 2 )M 

Consideremos ahora la ecuación (a) t que, de acuerdo con Ia ecuación (10*32), puede escribirse dei 
siguiente modo 

(C) R“ jk = (iftíi-írSJfc + rgtrgf-rgrSk, a,i,j,k = 1,2 
Y esta, segun Ia ecuación (10.31) y el problema 10.26, equivale a esta otra 
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— ffap^iíK — #ap(Fíj)k 

Con base en las propiedades de la hemisimetría de fí pí j k (véase la ecuación (10.33)) y de acuerdo 
con las ecuaciones, (10.34) y ( 10.35), se dedluce que ia anterior ecuación es equivalente a la siguiente 

^1212 — ^CflÍP^Íl “ ffftl( r *l)2 + fffflPLFm — ^1^21^02 
Al desarroliar y agrupar términos semejantes, se tiene 

« 1 * 1 * = ffn{(r»i)i - (ri,)* + rir 1 ,, + r^r*, - r^rj, - rj,r^> 

+ ff 2 i«r| s )i - (r|,) a + - r^r^) 

Si utilizamos las igualdades = E, g 21 = F, u 1 = u , u 2 = v f r J j 2 — r 21 , y tenemos en cuenta 
que, segdn Ia ecuación (10.34) es H 12 i 2 = LM — N 2 , entonces, se obtiene 

LM - m = (ri 3 ) v + r^rí, + r|arj 3 - r‘ a rJa-rfar^} 

+ F{(r!,V- (r? 2 ) u + rJarf, - r} a r* 2 > 

que es la tercera, (véase la (10.S)), de las ecuaciones de compatibilidad. 


10.29. Demostrar el teorema 10.9, a saber: = (r (knt )j — (r iím )fc + T^Tmica — rf k r m j a . 

De acuerdo con la ecuación (c) dei problema 10.28> se tiene 

R a m = (r&)i - <r?j) k + rírg, - rgií* 

Segün el problema 10.26, es 

= = íamÍPift)! — ffam(Pij)k “1“ íotmPífcPflj ^ Sa-mFij F ^ 

Ahora, bien, í?am(Pik)j — (ffocm)jPtíc (Fikm)j (PajAi H" FflijofíTift 

en donde hemos utilizado la ecuación (10.24) y el problema 10,23. Análogamente, 

Poim(Pij)fc (Fy m )k (PffJcm F m ka)í\j 

Además, g am P^ s = y, en forma parecida, g a m^&k = r^r 3tm . De modo 

que, sustituyendo en la anterior, 

Rmijk = (Pikm)j — F— T^Pinja (Piim)fc "b 
que es el resultado que se buscaba. 


Problemas resueltos 

TEORIA DE LAS SUPERFÍCIES 

10*30* Obtener los símbolos de Christoffel, F^, para el cilindro x = y(«) 4- üg, g = constante, [g| = 1* 
Resp. Tjj = y T * y'7]y r x g] 2 , Fjj — (g * y*)(y* ■ y f, )/\y f x g\ 2 f en cualquier otro caso, = 0. 

10,31. Verificar que las ecuaciones J? ~ 1 + 4w 2 , F - —4uv, G = 1 + 4v* t L « 2(4w 2 4 4y 2 + l) -1 ^ 2 , 
M — 0, N - —2(4u 2 4 4 v 2 4 satisfacen las condiciones de compatibilidad, o sea, Ias ecua¬ 

ciones (10.7) y (10.8) de la página 216. 

10*32. Utilizando las ecuaciones de Weingarten, demoatrsur que N„ xN, - (EG — F 2 )KN. 

10*33. Resolver las ecuaciones de Gauss-Weingarten para la superfície cuyos coeficientes fundamentales 
son E - 1, F = 0, G = 1, L ™ — 1, M = 0, N = 0. /fesp. Un cilindro circular de radio igual a 1. 


10.34, 


Deducir la fórmula de Rodríguez de Ias ecuaciones de Weingarten. 
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10.35. Si las curvas de parâmetros en una carta son ortogonales, demostrar que 

K _ _L_ fi_ (_L , i_/J_ !Vl\l 

•fÊG L ôm õu } 5v \V^ dv /} 

10.36. Demostrar que f(P) ^ xa es una funciòn continua de un punto P de una superfície. 

10.37. Demostrar que Ias curvaturas principales Ki(P) y *2 (P) son funciones continuas de un punto P de 
una superfície orientada. 

10.38. Demostrar el teorema 10.6, a saber: Los planos son las únicas superfícies conexas y cerradas de clase 
> 2 en las que todos los puntos son puntos planos. 

10.39. Demostrar que las esferas son las únicas superfícies compactas y conexas que poseen curvatura gau- 
siana positiva y curvatura media constante. 


TENSORES 

10.40. Demostrar que si Ai y Bj son las componentes de dos vectores covariantes, entonces el producto 
externo Cy - representa las componentes de un tensor covariante de segundo orden. 

a l al 2 a l\ 

a* a 2 a i ~ z iik a\ sabiendo que e^ k ya fue definida en ejem- 

a i a 2 a l i 

pio 10,6 de la página 223. 

10.42. Demostrar que 8^= Ay — A^. 

10.43. Demostrar que si A^ son las componentes de un tensor contravaríante absoluto y A^A^ — sj, 
entonces A «J son las componentes de un tensor covariante absoluto. Se dice que los dos tensores 
son recíprocos, 

19.44. Demostrar que si A** y Ay son las componentes de tensores simétricos recíprocos, y si representa 

las componentes de un vector covariante, entonces — A^çú i x i , siendo — A' a x a . 

10.45. Demostrar que las magnitudes ey k = t i ^ i en donde las e^ k se definieron en el ejemplo 10.6(f) de 
la página 224, son las componentes de un tensor covariante de tercer orden y peso —1. 

10.46. Suponiendo que e n = 0, e 12 — Vg> *21 ~ e 2S = 0, y que g — Qn 922 ~ (ffu) 2 > demostrar que 

las * ift i ,; = 1,2, son las componentes de un tensor covariante hemísimétrico tal que e n = 0, í 12 — 
'\f§t «21 = e 22 ~ 0- 

10.47. Suponiendo que ~ , sabiendo que fue definida en el problema anterior, demostrar 

que a 11 = 0 , e 12 = l/Vfft í 21 = —1/Vp, í 22 “ 0 . 

e 

10.48. Demostrar que 6* b^ — b* b &i = 0, i t j — l r 2. 

y Su^ du^ ô 2 uy 1 dü* 
dü { d& + d&B&jduy' 


10.49. Probar que r£ = 

10.50. Probar que = 


10.41. Demostrar que d et 
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10,51. 


Demostrar que 

^ P 221 ~ ^121 ”~p212 P* 


y> 


#212 = —RI21 = G 
J® 121 = “#121 — R 

en cualquier otro caso, 


LN — M z 
EG — F 2 
LN-m 

EG — F 2 

Riík — 0. 


LN-M* 
EG- F 2 


_ .' 1 a logff 

. Probar que ^ 


ríi + r? 2 i 


1 Ò logff 

2 Bu 2 


r n 


+ r 


2 

22 ' 


10.53 
















Capítulo 11 


Geometria intrínseca 


APLICACIONES SOBRE SUPERFÍCIES 

Sean: S una superfície de clase C m , S* una superfície de clase C" y f una función de S 
en S*, como se muestra en la figura 11*1. Si para cada carta local x = x(u, v) en S, cuyo 
domínio es U, ocurre que la aplicación compuesta x* = x*(u, v) = f(x(u, o)) de U en S* 
es una representaciòn paramétrica regular, de clase C r (r < Min ( m, n)), entonces f recibe 
el nombre de aplicación regular derivable de S en S*, de clase C'. Recordemos que x* = x*(i i, v) 
es una representaciòn paramétrica regular de clase C r si 

(i) x* pertenece a C' de U, 

(ii) x£ X xj & 0 para todo (u, v) en U. 



Fig.11.1 


En el problema 11.3 de la página 263, demostraremos que si una función f de S en S* 
goza de la propiedad de que x* = f(x(tt, v)) es una representaciòn paramétrica regular de 
clase C para toda carta x .= x(u, u) de una base de S, entonces f goza de la propiedad de que 
x* ~ f(x(u,v)) es una representaciòn paramétrica regular de clase C r para todas las posibles 
cartas de S. En esta forma, al aplicar Ia definición anterior basta verificar a f en un número 
conveniente de cartas para estar seguros de que cubren a S, 

Ejemplo 11.1. 

(a) Sean: S la esfera de centro en xg — @3 y radio igual a 1, agu* 
jereado en el polo norte, y S* el plano * 1 * 2 , como se ve en la 
figura 11-2, Consideremos que f sea la función que proyecta un 
punto x de 3a esfera sobre S* por medio de una recta que pasa 
por el polo norte, Esta aplicación f recibe el nombre de proyec- 
ción estereogrâfica de S sobre S*, Se demuestra con facilidad 
2 

que x* = {*\*i + £ 2 e 2 ). Como base de S podemos uti- 

£t ÍEg 

lizar dos cartas que ae obtienen de 

x = (cos Q sen 4»)©! -j- (sen 0 sen 4 ?)e 2 4 (cos $ 4 l)e^ 

(0 < 4) < iç) cuando 0 < 0 < 3 tc/ 2 y */2 < 6 < 5^/2, y 
la carta de Monge 
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x = 4- 4 (1 — Vl — -- af)e 3í x\ 4 x\ < 1 

para cubrir el polo sur. En las dos primeras cartas, 

2 

x + = f(x(0*.çO) = 1 -— 7 ((cos $ sen 0 )^ 4 (sen 8 een^)e 2 ), 0 < $ < ir 

1 — COS <p 

En este caso, x* es de clase C K y 

\xe X x£ | = 4 sen 0 /(l — cos ^ 0 

En la carta de Monge tenemos 

X* = *(*(*!-**)) = 1 + (1 _ + **“*> 

También en este caso, x* es de clase C® y 

[xíjXx^l - 4/(l-*!-a4)irt[l + (l-afí~»S)Ví]> ^ 0 

De suerte que la proyeccidn estereogrâfica de la esfera agujereada, sobre el plano, es una aplicación 
diferencial regular de clase C®, 

( 6 ) Sean: S el plano x\x 2 y S* la superfície cilíndrica circular de eje en *3 y radio igual a 1. La función 

x* = f(x) = (cosb^i 4 (senajjJe^ 4 a? 2 e 3 

define una aplicación de S sobre S* que enrolla el plano alrededor de la superfície cilíndrica en forma tal 
que las rectas ~ constante tíenen su imagen sobre las generatrices dei cilindro y las rectas x 2 — 
constante, sobre las secciones trasversales (circunferências) de la superfície cilíndrica. En este caso, 
x = 0 ei 4 4 >e 2 es una carta que cubre a S y en la que 

x* = f(x(£, 0 )) = (cos 0)*i 4 (sen 0 )e 2 4 ^e 3 

es evidentemente de clase C®, y 

\x% X acj | = Kcosfl)©! 4 (sení)e 2 | = 1^0 

De modo que t es una aplicación regular, derivable, de clase C® dei plano sobre el cilindro. 

Recordemos que una representaciòn paramétrica regular es localmente inyectiva y bi- 
continua, (Problema 8,12 de la página 175,) De suerte que si f es una aplicación regular deri¬ 
vable de S en S*, P un punto de S y x = x(w, v) una carta local de S que contiene a P, 
siendo P la imagen de (u 7 v) t entonces existe un entorno S(u t u) de (a, v) en el que x* = 
f(x(u, v)) es inyectiva y bicontinua y, por consiguiente, es una carta de S* que contiene a 
f(P), como se ve en la figura 11-3. Como la restricción de x = x(u, v) a S(u, v) una carta 
local en S t tendremos el 

Teorema 11,1, Si f es una aplicación regular derivable de una superfície S en una superfície 
S*, entonces a cada punto P de S le corresponde una carta local x = x(a, v) 
de S que contiene a P y tal que x* = f(x(a, v)) es una carta local en S*. 



Fig,11-3 

Observemos que para cada carta x = x(u , u) de S t la aplicación f viene a ser la función 
compuesta x* 0 x _1 donde x* = f(x(w, v)). Y como la aplicación compuesta de dos aplica- 
ciones inyectivas y bicontinuas es inyectiva y bicontinua, tenemos el 
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Corolário; Una aplicacidn regular derivable es localmente inyectiva y bicontinua. Es decir, 
si f es una aplicacidn regular derivable de una superfície S es una superfície S*, 
entonçes, a cada punto P de S se le puede hacer corresponder una carta local, 
x = x(u, v) de S, que contenga a P y dentro de la cual f sea una aplicacidn 
inyectiva y bicontinua en S*. 

Por último, tenemos el 

Teorema 11.2 . Si f es una aplicacidn regular derivable de clase C' de S en S* y x = x(f) 
es una curva regular C de clase C en S, entonçes, x* = x*(í) = f(x(f)), es 
una curva regular de clase C de S*. 

La demostración de la proposicidn anterior se deja como ejercicio al lector. 

Observación: A no ser que se diga lo contrario, cuando se hable de “aplicacidn de clase 

C nt " de una superfície S en otra T, se quiere significar: “aplicacidn regular derivable de clase 

C**’ de S en T. 


APLICACIONES ISOMETRICAS. GEOMETRIA INTRÍNSECA 

Se dice que una aplicacidn inyectiva f de una superfície S sobre una superfície S* es una 
aplicación isométrica o una isometría, si la longitud de un arco regular x = x(f), arbitrário, 
de S, es igual a la longitud de su imagen x* = x*(f) = f(x(í)) en S*. En el problema 11.5 
demostraremos que si f es' una isometría de S sobre S*, entonçes f -1 es también, una isometría 
de S* sobre S. 

Si existe una isometría de S sobre S*, entonçes se dice que S y S* son isométricas. Intui- 
tivamente es evidente que si curvamos con cuidado una hoja de papel haciendo que adopte 
distintas formas, sin estiraria ni rasgaria, las superfícies que resultan son todas isométricas 
entre sí, como se muestra en la figura 11-4. 





Supongamos, ahora, que f es una aplicacidn inyectiva de S sobre S* tal que los coefi¬ 
cientes fundamentales E, F y G de toda carta x = x {u, v) de S sean iguales a los coeficientes 
fundamentales E*, F* y G* en toda la extensidn de la imagen x* = x*(u, v) = f(x(u, i>)) 
de la carta. Entonçes, f es una isometría. En efecto, supongamos que x = x(t), c < t < 6, 
es un arco cualquiera C en S. En general, puede ocurrir que C no se halle totalmente en nin- 
guna carta de S. Sin embargo, como C es compacto (por ser la imagen continua dei inter¬ 
valo compacto a ^ í < 6), estará formado de un número finito de arcos Ci, ti — í — í;- 1 , 
i = 0,. . ,, n — 1, consecutivos y tales que cada C, esté en alguna carta X; = X;(«, v). 
Recordemos, ahora, que la longitud de un arco en una carta es la integral de la raiz cuadrada 
de la primera forma fundamental. De modo que la longitud L(C) de C está dada por 


L{C) = 2 L (Ci) 

i 


? L C 


Pero, por hipdtesis, para todo i es Ei = Ef, F { = Ff y G t ~ Gf , siendo Ef, Ff,G* los coe¬ 
ficientes fundamentales en x* = f(Xj(w, i>)). Por tanto, 
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= 2W) = L{C*) 

i 


De este modo, la longitud de un arco cualquiera. C de S es igual a la longitud de su imagen 
C* de S** Por tanto, f es una isometría* En el problema 11*9 de la página 265, demostraremos 
la recíproca de esta aserción* Tenemos, pues, el 

Teorema 11.3. Una función o aplicacidn inyectiva y sobreyectiva de S sobre S* es una 
isometría si y sdlo sí en toda carta x = x(u, v) de S los primeroâ coefi¬ 
cientes fundamentales son respectivamente iguales, es decir, si 

E = E\ F = F* y G - G* 

siendo E* t F* y G* los prímeros coeficientes fundamentales en la imagen 
x* = f(x(u, v)) de la carta* 


Ejemple 11*2. 

Sea S la superfície de revolución siguiente 

x = (cosú coshrtei + (sen* cosh - 1 - re 3 , 0 < * < 2 tt, -« < ^ < « 
y S* la conoide recta dada por 

x* — (u cos + (&sen 0 )e 2 + tfea, 0 < £ < 2tt, —« < u < » 

Llamemos f a la función que trasforma el punto x{0, u) de S en el punto u) de S*, siendo $ - fl y u = 

senh tL En otras palabras: f es la aplicacidn compuesta de la x^ 1 seguida de la t|> — 0, u - senh v K y luego, 
seguida de la x*, como se puede ver en la figura 11-5* Para cualquier parte de la faja 0 < fl < 2iu, - » < v < 
dentro de la cual x sea una carta (bicontinua), la imagen de ésta en S a saber 

x* - x**(G, v) - f(x(9, ir) ) = x + (S, senhu) — (senh v cos fl)ei + (senh v aen &)e 2 + 

eerá de clase y xJ*Xx£* — cosh 2 v ^ 0 * De suerte que f es regular y de clase * Además f es biyecti- 
va* Dejamos al lector, por vía de ejercicio, Ia demostración de esta aserción* Por último, mediante un fácil 
cálculo se tiene que 

E — = cosh 2 v — xj*'x** = E ** 

F - = 0 - xj*-*:* = F** 

G — Xy-Xp = cosh 2 v ™ x£*x** — G*+ 

Y, de esta suerte, según el teorema precedente, f es una isometría de S sobre S *. 



e J 

2 7T 








y 


0 


<P - e 



u = senh v 


/ 

W 








"-u 




Fig.11-5 
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Consideremos la aplicación dei plano alrededor de la superfície cilíndrica dei ejemplo 
11,9(6). Por intuición vemos que la imagen de cada curva dei plano es una curva de igual 
longitud en el cilindro. Pero, tal aplicación no es inyectiva y, en consecuencia, no constituye 
una isometría. Sin embargo, el plano y el cilindro son localmente isométricos . En otros térmi¬ 
nos, décimos, por definición, que una aplicación de S en S* es localmente isométrica t si tal 
aplicación conserva la longitud de los arcos, pero no es, necesariamente, biyectiva (inyectiva 
y sobreyectiva). 

Uno de los aspectos importantes de la geometria es el estúdio de aquellas propiedades 
de las superfícies que se conservan invariantes en una aplicación inyectiva de clase dada. 
Por ejemplo, una determinada propiedad topológica de una superfície se conserva invariante 
en una aplicación inyectiva bicontinua (topológica)* La compacidad es un ejemplo de una pro¬ 
piedad topológica de algunas superfícies. Las propiedades de las superfícies que se mantienen 
invariantes en una isometría, se denominan propiedades intrínsecas de la superfície. Al con¬ 
junto de todas éstas se le da el nombre de geometria intrínseca de la superfície. 

Del teorema 11.3 se desprende que una cierta propiedad de una superfície es intrínseca 
si y sólo si únicamente depende de la primera forma fundamental. Por ejemplo, se ve fácil¬ 
mente que la curvatura gausiana es una propiedad intrínseca de las superfícies. 

Sean P y Q dos puntos de una superfície. Por definición, se llama distancia intrínseca 
entre P y Q, y se representa por D(P f Q), al ínfimo (es decir, la mayor cota inferior), de las 
longitudes L(C) de todos los posibles arcos regulares C de S, que unan a P y Q. Es evidente 
que la distancia intrínseca entre dos puntos de una superfície existe siempre, pues el conjunto 
de números reales L(C) no es vacío (por ser S conexa y, por tanto, arco-conexa) y es acotado 
inferiormente por la distancia euclidiana entre P y Q, que es \P - Q\ t Es evidente que la 
distancia intrínseca entre dos puntos de una superfície es una propiedad intrínseca de ésta. 
En el problema 11.6 de la página 264, demostraremos el 

Teorema UA> (i) D{P,Q) = D(Q f P) 

(ii) D(P,R) ^ D(P,Q)+D(Q,R) 

(íii) D{P,Q) ^ 0, D{P,Q) = 0 sii P = Q 

Ahora, bien: dados P y Q t si existe un arco regular que una aPyQy cuya longitud sea 
igual a la distancia intrínseca entre P y Q, entonces C recibe el nombre de arco de longitud 
mínima entre P y Q. 

De acuerdo con la definición dei ínfimo se tiene que, si C es un arco de longitud mínima 
entre P y Q, entonces su longitud L{C) cumple las siguientes condiciones 

(i) L(C ) ^ L(C'), siendo C* cualquier otro arco que une a P y Q. (. L(C ) = D(P, Q ) 
es una cota inferior.) 

(ii) Para un * > 0, arbitrário, existe un arco regular C' que une a P y Q y tal que 
L(C) + e > L(C ')■ (£(C) = D(P, Q ) es la mayor cota inferior,) 

De nuevo, es evidente que los arcos de longitud mínima entre puntos, perteneçen a la 
geometria intrínseca de la superfície. 

En el plano, D(P, Q) es la distancia euclidiana y existe siempre un arco de longitud 
mínima, único, y es ei segmento de recta entre P y Q t Sin embargo, en general, como se de¬ 
mostrará en el ejemplo 11,3(a), entre dos puntos de una superfície no existe, necesariamente, 
un arco de longitud mínima, o, de existir, no es necesariamente único, como se demostrará 
en la parte (6) dei ejemplo 11.3. 

Ejemplo 11.3, 

(a) Sean, S el plano xy , excluído el origen, y loa puntos ^( 0 , 1 ) y Q(0, —1), como se muestra en la figura 

ll- 6 + Es evidente que para cualquier e > 0 , existe un arco que une a P y Q de longitud menor 

que 2 — Se podría tomar un arco de circunferência entre P y Q de centro en (f?, 0 ), R > 0, con R 

suficientemente grande. Además, la longitud de cualquier arco entre P y Q debe ser mayor que 2 o 
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(b) 


igual a 2 . De euerte que D(P t Q) = 2. Por otra par¬ 
te, no existe en S ningdn arco que una a P y Q y 
que tenga longitud igual a 2 , pues, por hipótesis, no 
se tiene en cuenta el origen. De suerte que no existe 
ningún arco de longitud mínima entre los puntos P 
y Q de S, 

Sea S una superfície esférica. Es visíblemente cierto 
que cualquier circunferência máxima (meridiano) que 
una los polos norte y sur es un arco de longitud mí¬ 
nima entre loa polos. Vemos, pues, que puede existir 
un ntfmero infinito de arcos diferentes, de longitud 
mínima, entre dos puntos de una superfície. 



CURVATURA GEODESICA 

Supongamos que C ea un arco de longitud mínima entre dos puntos de una superfície S. 
Si P es cualquier punto de C y Q otro punto de C, vecino dei primero, entonces intuitiva¬ 
mente se ve que la parte dei arco entre P y Q es también un arco de longitud mínima entre 
esos puntos. Por otra parte, parece que la proyección C* dei segmento de C, entre P y Q, 
sobre el plano tangente a S en P, como se ve en Ia figura 11-7, es un arco de longitud mínima 
en eí plano tangente, entre P y la proyección Q* de Q sobre dicho plano. Pero, en ese caso, 
C* debe ser un segmento de recta, o, lo que es igual, una curva de curvatura cero. De esta 
suerte, al escoger entre posibles arcos de longitud mínima, nos vemos precisados a considerar 
los que pertenezcan a curvas en las que eí vector de curvatura de la proyección ortogonal 
de la curva sobre el plano tangente sea cero. 



uN 



Fig.11-7 


Fig.11-8 



El vector de curvatura en P de la proyección de una curva C, sobre el plano .tangente 
en dicho punto, se denomina vector de curvatura geodésica de C en P y se representa por k,. 
Para calcular a k,, supongamos que, S es una superfície de clase > 2, x = x(u, v), una carta 
que contiene a P, y x = x(s) = x(u(s), d(s)), una representación natural de C de clase C 2 . 
Llamemos, por el momento, T al vector unitário tangente a C en P y U al vector dei plano 
tangente en ese punto y tal que (T, U, N) formen ima terna ortonormal dextrógira, como se 
muestra en la figura 11-8. Sin riesgo de perder generalidad, podemos suponer que P se halle 
en el origen. Entonces, la proyección de C sobre el plano tangente en P vendrá dada por la 
expresión: x* = (x*T)T + (x-U)U. Haciendo la derivación se tiene 


dx*/ds = (x * T)T + (x • U)U = (t • T)T + (t • U) U 
dVW = (t ■ T)T + (t • U)U = (k * T)T + {k • U)U 


t* » 


dx* 

ds 


/ 


1 1 


. * dí * 

dt* / 

dx* 

ds 1 

y 

k* = -j—r = 

ds* 

ds/ 

ds 


/ dx* ^ ãx* \ d 2 x* í dx* d 2 x* \ dx* 
X ds * ds j ds 2 ~ \~ds~ ds 2 j ds 



dx* 

: 4 


ds 
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Ahora, bien, en P, t = T; de modo que en P se tiene 


dx* 


(T • T)T + (T • U)U = T, 


dx* 
ds I 


1, 


d 2 ** 


dxi = (k • T)T + (k * U)U = (k • U)U 

y, en consecuencia, k* = k s = (k-U)U — ík-U) (U'T)T. Pero, U es ortogonal a T; por 
lo cual, la fórmula queda así 

kg = (k-U)U (1U) 


Una consecuencia de la (11.1) es el hecho de que, según vemos, k ff es realmente la pro- 
yección ortogonal dei vector de curvatura k de C en P sobre el plano tangente. Y como k es 
ortogonal a T, su proyección ortogonal sobre el plano tangente es, sencillamente, su proyec¬ 
ción (k*U)U sobre U. De este modo, tenemos el 


Teorema 11.5. La curvatura geodésica kg de una curva C en P es la proyección vectorial 
dei vector de curvatura k de C en P, sobre el plano tangente en este punto. 

De acuerdo con la ecuación (11.1) y por ser k*T = 0, podemos escribir 


k = kg + k„ = (k*U)U+(k-N)N (U.2) 

en donde hemos recordado que k„ = (k*N)N es el vector de curvatura normal de C en P. 
De esta suerte, k ? es independiente de la orientación de la superfície S y de la curva C, pues 
k y k n lo son, 

La función escalar K g , definida por la igualdad k s = x 5 U, recibe el nombre de curvatura 
geodesica de C erí P. De la ecuación (11.2) se desprende que k 5 = k*U. Además, puesto que 
U se escogió de modo que (T, U, N), es decir, (t, U, N) fuera una terna ortonormal dextró- 
gira, tenemos que Ü = N X t. Y, en consecuencia, k, = k-U = k-{N X t). De este 
modo, tenemos la fórmula 

k 9 ~ [tkN] , o sea, * a = [xxN] (11.3) 

Obsérvese que k s depende tanto de la orientación de S (o sea, dei sentido de N), como de Ia 
orientación de C (o sea, dei sentido de t). 

Al contrario de k„, que depende de los primeros y de los segundos coeficientes fundamen- 
tales, la curvatura geodésica, k s , sólo depende de los primeros coeficientes fundamentales 
(y de sus derivadas); por ello, es una propiedad intrínseca de la superfície. Esta asérción se 
puede demostrar hallando a Kg en forma explícita en función de E, F y G. En el píoblema 
11.13 de la página 267, demostraremos que 


K 


3 


[ r .(g) , + (2r!! . r!l) (g) , | + 


(ria — 2ría) 


du 

ds 



y de aqui, resulta el 



du d 2 v 
ds ds 2 




(U.4) 


Teorema 11.6. La curvatura geodésica a Io largo de una curva, perteneciente a una super* 
ficie, es una propiedad intrínseca de ésta, 

Obsérvese que a todo lo largo de las curvas v = constante, de parâmetro u, dv/ds = 0 
y du/ds = l/y/Ê; y a todo lo larjfo de las curvas u = constante, de parâmetro v, du/ds = 0 
y dv/ds = De esta suerte, para el caso de la curvatura geodésica de las curvas de 

parâmetros, Ia ecuación (11.4) viene a ser 



,, - F 2 

11 E\/E 


-ri 


\ZEG~F* 

G\/G 


(11.5) 
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( 11 . 6 ) 


Si, por anadidura, las curvas de parâmetros son onogonales, entonces, 

F = 0 , r 2 n = -$EJG 

y rJí = —\GJE. De modo que 

(«) = — / \ _ Gy 

9'v = tonstaote 2 Íj\/G ’ = ooasfemte 2 G^Ê 

Ejemplo 11.4. 

Consideremos el paraboloide siguiente: x - (r cos 9)ei + (r sen e)e 2 + r 2 e 3 , 0 < r < w, -« <S<«. 
En este caso, se tiene 

x r = ( c0s ^)®i + (senfl)e 2 4- 2re 3 , x e = (—r senfljej 4- (r cosí)e 2 

E = x r * x r = 14 4r* f F = x, * x 9 - 0, G = — r® 

x r Xx a 


N = 


“■ (1 + 4r a ) 1/2 (—2r(cos í}ei — 2r(sení)e 2 4* e 3 


ta x ta 

La cuTva r = ro, de parâmetro 0, es 

x = (r 0 cosí)e t 4- (r 0 sentf)e 2 + 

Y a todo Io largo de esta curva, se tiene 

x' = (™r o sen0)ei + (r 0 cos*)e 2í [x'j = r 0 
t = x7Jx'| = {—sentei 4-{cos í)e 2 , t f = {—cos #)«! — (sení)e 2 
k = f/lx') = r- l [(-cose)* t - (senfl)e 2 ) 

N = (1 + 4ro)” 1/2 (—2r 0 (cos í)ei ^ 2r 0 (sene)e a + e 3 ) 

U = N X t = {1 + cos tf)ej — {sentfje^ — 2r 0 e 3 ) 

ta — (k • V)U = r^ 1 (1 + 4ro) _t ((—cos e)*x — (sení)e 2 ^ 2r 0 e 3 ) 

^ = k-U = (l/r 0 ){l 4- 4r^) _Uí 

y, tal como lo esperábamos, es independiente de 0. Obsérvese que lo anterior concuerda con la fdrmula 

G, 2r 

= (l/r 0 )(l + 4r a )-i/2 


( * í)r=r ° 2 GVÊ 


2 t*y/l + 4 r 2 


GEODÉSICAS 

Recordemos que nuestros candidatos a arcos de longitud mínima deben pertenecer a 
curvas a lo largo de las cuales se anula el vector de curvatura geodésica, Las curvas C a lo 
largo de las cuales kg = 0 reciben el nombre de líneas geodésicas o simplemente geodésicas. 
A lo largo de una recta, k s 0 y, en consecuencia, kg = (k*U)U = 0. Si C nò es una recta, 
entonces de la igualdad k = k s + k„ se desprende que kg = 0 si y sólo si k = k n = 
(k*N)N, o sea, si y sólo si el plano osculador (que, según recordamos, es el plano paralelo 
a k y t), contiene la normal a S. Tenemos así el 

Teorema 11,7. Todas las rectas de una superfície son geodésicas. Una curva, que no sea 
una recta, es una geodésica si y sólo si el plano osculador de la curva es 
perpendicular al plano tangente a la superfície en cada punto, 

Obsérvese que una curva asintÓtica es una recta o una curva a lo largo de la díial el plann 
osculador y el plano tangente a la superfície coinciden, en tanto que una geodésica es una 
recta o una curva a lo largo de la cual el plano osculador es perpendicular al plano tangente. 
Por otra parte, una curva es asintótica si k„ = 0; una curva es geodésica si k, = 0. 

En el problema 11,14 de la página 267 demostraremos el 

Teorema 11.8, Una representación natural de una curva, x = x(s) = x(«(s), v(s)) de 
clase O en una carta x = x(u, o) de clase C 2 , es una geodésica si y sólo si 
u(s) y v(s) satisfacen las ecuaciones 
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dhi 

df* + 

d 2 v 
ds 2 



+ or 1 + rkííV 

+ ír « ds ds + 1 \dsj 
_ . du dv t fdv \ 2 

+ 2r *tedi + rs2 W 


0 

0 


(U.7) 


De esta suerte, nos vemos precisados a considerar como candidata a geodésica por un punto 
arbitrário x(u 0 , Vq) en una dirección arbitraria {du/ds) Q : (dv/ds)a t a la curva x(u(s),v(s)) t 
en donde u(s), v(s) son las soluciones de la ecuacíón (11,7) que satisfacen las condiciones ini- 
ciales siguientes 

du (du\ dv (dv\ 

«(0) = « 0 , v{0) = vo, -^(0) = \^ s ) 9 , ^(0) - 

Si en las ecuaciones {11.7) los rjj son de clase G\ entonces de acuerdo con la teoria de las 
ecuaciones diferenciales, cíertamente existirá una solución única, u(&), v(s) en un entorno de 
s = 0 que satisfaga las condiciones iniciales dadas. Sin embargo, en general, s no representará 
la longitud a lo largo de x = x(u(s),v(s)} y 7 en consecuencia, dei anterior teorema no se 
deduce directamente que x = x(u(s), v(s)) sea una geodésica. No obstante, en el problema 
11*15 de la página 268, demostraremos que si (du/ds ) 0 : {dv/ds)ts se escoge de modo que ini- 
cialmente sea 


dx 2 
ds 


= B (s)! + 2í, (s).(sl + G (S)’. 


1 


entonces |dx/ds| 2 = 1 para todo valor de s; es decir, s será igual a una longitud de arco, y, 
por tanto, según el teorema anterior, x = x(a(s), v(s)) es la unica geodésica que pasa por el 
punto x(u 0 , t>o) en la dirección dada (du/ds )o : (dv/ds)o- 

Es evidente que como los números directores (du/ds)o '■ (dv/ds )u satisfacen la ecuación 
anterior, se les puede hallar para una dirección cualquiera, du j ; dv o, con sólo hacer (du/ds) o = 
duo/X y (dv/ds)a = dv 0 /X, siendo X = E (i ául + 2F a du a dvo + G dv\. Por último, los r* se- 
rán de clase C 1 si x = x (u , y) es de clase C s . Así, tenemos el 

Teorema 11.9. En las vecindades de un punto P de una superfície de clase ^ 3 existe una 
y sólo una geodésica que pasa por el punto en una dirección dada. La geo¬ 
désica es de clase C 3 . 


Ejemplo 11.5. 

(а) Plano. En el plano, es k = k f . Por tanto, una curva es una geodésica si y sólo si es una recta. Es evi¬ 
dente que por cada punto pasa una geodésica en cada dirección. 

(б) Superfície esférica. Comoquiera que los planos osculadores a lo largo de una geodésica son paralelos 
a N, todos deben pasar por el oentro de la esfera. Pero, de acuerdo con el problema 4.20 de la página 
81, una curva cuyo plano osculador pasa por un punto fijo descansa sobre un plano. Así, pues, una 
geodésica de una superfície esférica es una circunferência máxima (meridiano), y, recíprocamente. En 
este caso, también es evidente que por cualquier punto pasa una geodésica en cada dirección. 

(c) Superfície cilíndrica general. Supongamos qué las generatrices de la superfície cilíndrica tienen la direc¬ 
ción y el sentido de un veetor unitário constante g. Como C es una geodésica si y sólo si k = k n = 
(k-N)N y sobre la superfície cilíndrica es N*g =* 0 , entonces se deduce que C será una geodesica si 
y sólo si k-g = 0 es decir, t-g = 0; o sea, por integración, t>g = constante. De modo, pues, que 
las geodésicas de un cilindro son hélices generales. Esto incluye a las generatrices mismaa, cuando 
t.g = tl ya las secciones trasversales dei cilindro cuando t *g — 0. 

Por último, aupongamos que x = x(u, v) es una carta en una superfície y tal que las 
curvas de parâmetro u y Ias de parâmetro v sean ortogonales, y los primeros coeficientes 
fundamentales dependan solamente de uno de los parâmetros. Entonces, siempre será posible 
hallar las geodésicas por medio de cuadraturas. Por ello, en el problema 11.17 dela pagina 
269 demostraremos el 
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Teorema 11,10. Si x = x(u,v) es una carta en una superfície de clase ^ 2 y tal que E = 
E(u), F = 0 y G = G{u), entonces: 


(i) Las curvas u = constante, de parâmetro v, son geodésicas. 

(ii) La curva v = v 0 , de parâmetro u, es una geodésica si y sólo si 
G u (u 0 ) = 0. 

(iii) Una curva de la forma x = x(w, v(u)) es una geodésica si y sólo si 


v 



C\/Ê 

VgVg^cT 2 


du 


(C = constante) 


COORDENADAS GEODÉSICAS 

A menudo, resulta conveniente conocer la forma de introducir coordenadas en superfícies 
cuyas curvas de parâmetros gocen de propiedades especiaíes. Una carta local en que las curvas 
de parâmetros sean ortogonales y una de las famüias de tales curvas esté formada por geo¬ 
désicas, recibe el nombre de conjunto de coordenadas geodésicas. 

Las coordenadas geodésicas pueden in- 
troducirse en una superfície de infinito 
número de maneras. En efecto, suponga¬ 
mos que x = x(y), a ^ v ^ b es un arco 
arbitrário C 0 de clase C 2 en una superfície 
de clase > 3. Según el teorema 11.9, por 
cada punto x(u 0 ) de C 0 pasa una única 
geodésica x = x{u, i> 0 ) perpendicular a la 
C 0 , a lo largo de la cual u es igual a la íon- 
gitud de arco y tal que x(0, y 0 ) = x(i>o). 

Véase Ia figura 11-9. 

En el problema 11.20 de la página 271 
demostraremos que, para un *, suficiente¬ 
mente pequeno, la función x = x(u, v), 

— t < u < e, a < v < b, es una represen- 
tación paramétrica regular de clase C s . 

Sólo falta demostrar que las curvas de parâmetro u y las de parâmetro v son ortogonales. 
Para ello, consideremos la derivada 

F a = (x u 'x u )u = Xuu ■ Xv + x u * x a „ ' (JLS) 

Comoquiera que u es la longitud de arco, entonces, E = x u *x„ = 1. Por tanto, E t = 
2x üt -x u = 0. Además, por ser u la longitud de arco, x u es la tangente unitaria a las curvas 
de parâmetro u y x uu el veetor de curvatura de las mismas. Pero, a lo largo de una geodésica, 
el veetor de curvatura tiene la dirección y el sentido de la normal a la superfície. De modo 
que, además, x uu -x, = 0. Y, como consecuencia de la ecuación (11.8), F u - JO. De modo 
que es F = constante en todos los puntos de la geodésica v = constante. Pero, la geodésica 
v = constante es ortogonal a Co. Es decir, F = 0 para u = 0 y para cada valor de u. Por 

tanto, F m 0. De aqui se desprende que las curvas de parâmetros u y v son ortogonales 

entre sí y, por consiguiente, x = x(u, v) es un conjunto de coordenadas geodésicas. Tenemos 
en esta forma el 

Teorema 11.11. Si x = x(i>), a < v ^ b, es un arco arbitrário de clase C 2 en una superfície 
S de clase > 3, entonces existe un conjunto de coordenadas geodésicas 
x = x(u, v), -t < u < i, a < v < b, en 8 de clase C 2 tal que x{0, v ) = x(y) y 

las curvas de parâmetros u son representaciones naturales de geodésicas. 


tf ~ 0 





curvas de 
parâmetro u 


parâmetro i- 


Fig.11-9 
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Obsérvese que en la construcciÓn anterior, las distancias, tomadas sobre geodésicas y 
comprendidas entre dos trayectorias ortogonales cualesquiera, son iguales, pues el parâmetro 
a todo lo largo de cada geodésica es un parâmetro natural. Y esto ocurre con cualquier con¬ 
junto de coordenadas geodésicas. En efecto, supongamos que x = x(u, i>) es un conjunto de 
coordenadas geodésicas en que las curvas de parâmetro u son geodésicas. Por ser ortogonales 
las curvas de parâmetro u y las de parâmetro v, es aplicable la ecuación (11.6) y en esa forma 
( K íX-w n Btante ~ ~^v/2E\fG = 0. Por tanto, E„ = 0, o, E = E(u). Además, F - 0. De mo¬ 
do que la primera forma fundamental de x = x(u, v) es de la forma 

I = E(u) du 2 + G(u, v) dv 2 

Ahora bien,i sobre una geodésica v - constante, es dv » 0. Y, en consecuencia, sobre una 
geodésica comprendida entre la trayectoria ortogonal u = Ui y u = u 2 es 

S = Çy/l = Çy/mdu 

que es independiente de v y, por tanto, de la geodésica, 

Del análisis anterior se concluye que la longitud de arco se puede introducir siempre 
como parâmetro a todo lo largo de las geodésicas de un conjunto de coordenadas geodésicas, 
introduciendo la siguiente trasformación dfe parâmetro 

«* = rvmit, v = v 
** “1 

Si se hace esto o, lo que es igual, si x = x(u, v) es un conjunto de coordenadas geodésicas 
tal que u sea un parâmetro natural sobre las geodésicas, entonces, E = x u -x u = 1 y la pri¬ 
mera forma fundamental tiene la forma 


I = dv? + G(u,v)dv* (11.9) 

Por último, de la fórmula (deducida dei problema 10.35) 


_i r a / i à_(J_sVE V 

du J + av\^Q dv J. 

que nos da la curvatura gausiana cuando F = 0, se obtiene directamente el 


( 11 . 10 ) 


Teorema 11.12. Si x =. x(u, o) es un conjunto de coordenadas geodésicas en una superfície 
de clase > 3, tal que las curvas de parâmetro u sean geodésicas y u sea un 
parâmetro natural, entonces, 


1 d*\/G 

/G ôui 


( 11 . 11 ) 


Ejemplo 11,6. 

x ^ (rcos 6)ei -h (r sen D)e 3 + 1 < r < 3, —« < fl < », es un conjunto de coordenadas geo¬ 
désicas en el paraboloide = %% + fff. En efecto, se verifica con faciiidad que E *= Xr*a> « l -f 4 r 2 t 

F — xvXfl - 0, G - = r 2 . De esta suerte, las curvas de parâmetro son ortogonales, y, como, segtfn 

la ecuación (11.6), es ( ff ír) fl::ícoIls±ftnte = —E^Ey/G — 0, entonces las curvas 6 — constante,* de parâmetro 

r, son geodésicas. Si introducimos el parâmetro r* = 1 yfS dp = 

Ia carta x* = x*(0, r*} = x(0, /■{>*)) será un conjunto de coordenadas geodésicas que tienen a r* como parâ¬ 
metro natural, Entonces, 

E* = x***x?* = (x T 'x T )(drfdr*) 2 = {x r - x r )f(dr*/dr) 2 = 1 
F* = x% x* e = (x f -x 6 )(dr/dr*) = 0 


r ___ 

\/l + 4p 2 dp en lugar de r, entonces 
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_ _ 1 

y ■ y/G* ^ 

en donde, r = r(r*). 


r dr * a 


4/(1 + 4r 2 ) 


COORDENADAS GEODÉSICAS POLARES 

Sean, P, un punto de una superfície de clase 
— 3 y gi y g 2 dos vectores ortonormales escogidos 
en forma arbitraria y paralelos al plano tangente 
a la superfície en P, como se muestra en la figura 
11-10, De acúerdo con el teorema 11,9, a cada 
real 6g corresponde una única geodésica, represen¬ 
tada en forma natural, x = x(r, 0 o ), que pase 
por P y tenga la dirección dei vector tangente, 

(cos 0 o )g! -I- (sen 0 o }g 2 . En el problema . 11.21 de 
la página 271, demostraremos que existe un e > 0 
tal que para 0 < r < e, x - x(r, 0) sea una 
representación paramétrica regular de clase C 2 y, 
por consiguiente, un conjunto de coordenadas 
geodésicas, al que se le da el nombre de coorde¬ 
nadas geodésicas polares en P. Demostraremos, 
además, que para un 0 < r < e, 0 < 0 < 2tc, 
x = x(r, 6) es una apiicación biyectiva sobre un 
entorno reducido de P. En esta forma, la geodé¬ 
sica que una a P con cada punto de su entorno es 
única. Las curvas r = constante, de parâmetro 
0, se denominan circunferências geodésicas y los 
nombre de rádios de las circunferências geodésicas. 

Al igual que en el caso de Ias coordenadas geodésicas en general, la primera forma funda¬ 
mental en el caso de las coordenadas geodésicas polares, x = x(r, 6), r > 0, es de la forma 

I = dr 2 + G(r, 6) d0 z (11.12) 

Un ejemplo sencilío de coordenadas geodésicas polares lo constituye un sistema de coor¬ 
denadas polares colocado en el origen dei plano x y x 2 . Este viene dado por la expresidn x = 
r cos 0e! + r sen 0e 2 , r > 0, — » < O < <». Es evidente que E = x,*x, = 1, F = x r *xe = 0 
y G = X[j • Xfj = r 2 y, por tanto, I = dr 2 + r 2 d0 2 . En el problema 11.23 de la página 273, 
demostraremos que, en el caso general, para valores pequenos de r, G(r, 0) se comporta conto 
un sistema de coordenadas polares en el plano. En particular, demostraremos el interssanto 

Teorema 11.13. x = x(r, 0) es un conjunto de coordenadas geodésicas polares en un punto 
P de una superficié de clase suficientemente alta, entonces 

VGfrJ) - r-lsK(P)i* + R(r,9) (11.13) 

en donde, lim (R(r, 0)/r 3 ) = 0 y K(P) es la curvatura gausiana en P, 

Ejemplo 11,7. 

La siguiente representación por medio de parâmetros 
x — (a cos 0 sen (r/a))ej + (a sen Ô sen (r/a))e 2 + (a cos (r/a))e 3 a > 0, 0 < r < %/2a, < 0 < « 

es un conjunto de coordenadas geodésicas polares en el polo norte de la esfera que tiene su centro en el origen 
y radio igual a a t como se muestra en Ia figura 11-11. Las curvas 0 = 0o, de parâmetro r, son las circunfe¬ 
rências máximas que pasan por el polo norte y las curvas r — r<i t de parâmetro 0> son los paralelos de latitud 
cercanos al polo. Medialite cálculos fácíles se halla que E - x r *x r " 1» F = = 0, G = x^x#- = 

a 3 sen 2 (r/á) y t de esta suerte, I = dr 2 -|- <j2 sen 2 (r/á) d6 2 . Como sen x = x + o(x3), entonces, 

= a sen (r/a) - r — /Ga 2 + o(r3), resultado que está de acuerdo con la ecuación (11J3). 














254 


GEOMETRIA INTRÍNSECA 


[CAP. 11 



Fig. 11-11 


Como consecuencia dei teorema 11,13* tenemos uma interpretactán, de gran interés e 
importância, de Ia curvatura gausiana. En efecto, sobre Ia circunferência geodésica r = 
constante, tenemos dr = 0* Y la longitud de esa circunferência viene dada por la integral 

C(r) = JT y/G(r, 0) d$ = 2wr - iK(P)*r* + o(r») (11.14) 


De donde, 


K{P) = I + 0(1) 




o, también, por ser K(P ) independiente de r 


KW = 


(11.15) 


Vemos así, de nuevo, expresada la curvatura gausiana en funciún de algunas propiedades 
intrínsecas de la superfície. 

Por último, recordando la fúrmula §§ ^EG — F 2 dudv dei área de una superfície, 

it 

hallamos que la encerrada dentro de una circunferência geodésica es 

A(r) = rr \/GdÔdr = irT 2 - (tt/12) K(P) r 4 + ofr 4 ) 

En consecuencia, tal como antes, K(P) = lim — ( ~ ~ <n iq\ 

r*+0 7r \ r 4 / \ / 


Tenemos así el 


Teorema 11.14. La curvatura gausiana en un punto P, de una superfície de clase > 3, viene 
dada por 

m . o«,a : X(F) = 

siendo, r, C(v) y A (r ), en su ordén, el radio, la longitud de la circunferência 
y el área encerrada por la circunferência geodésica (área dei círculo), con 
centro en P, 


ARCOS DE LONGITUD MÍNIMA 

Si P y Q son puntos de una superfície bastante cerrada tal que en P exista un conjunto 
de coordenadas geodésicas polares x = x(r, 0) que contenga a Q, como aparece en la figura 
11-12, entonces demostraremos que la geodésica 6 = constante que contenga a Q es el 
arco de longitud mínima entre P y Q. 
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Supongamos que Q pertenece a la circunferência geodésica r = r 0 y a la geodésica 
0 = 0o y que x = x(f), a < í < 6, es un arco C de S que une a P con Q. Por el momento, 
convengamos que C está contenido en x = x(r, 0). Entonces, la longitud L(C) dei arco C 
viene dada por la integral 

L(C) = f ^(dr/dt) 2 + G(r, 6)(d$/ãt) 2 dt 

a 

Como G > 0, entonces, . b 

L(C) ^ y V(dr/dtf dt ^ JT (dridt) dt = J dr = r 0 

Pero, r 0 es la longitud de la geodésica 6 — 6 0 entre P y Q, y la anterior igualdad de signos 
tiene lugar si y sólo si dò/dt = 0, o sea, 0 = constante. De esta suerte, la geodésica 0 * e 0 
es, entre todos los arcos contenidos en x = x(r, 6), el único de longitud mínima que une a 
P con Q. Pero, ahora podemos demostrar que éste es en realidad el menor de todos los arcos 
regulares de S que unen a P con Q. En efecto, supongamos que x = x(í), o < í < i, sea 
un arco C que une a P con Q y parte de x = x(r, 0), como se ve en la figura 11-13. Enton¬ 
ces, es posible demostrar que en algún punto x - x(t*), donde t* < t, C corta la circunfe¬ 
rência geodésica r = r 0 , por ejemplo, en 0* y está contenido en x = x(r, 0) si a < t < t*. 
Ahora, bien: si designamos con C* la parte de Ç que está en el intervalo a < f < t*, entonces 
C* es un arco regular en x = x(r, 0) que une a P con P*, que es el punto correspondiente a 
( r ot 0*)- La argumentación anterior, aplicada a los puntos P y P*, nos proporciona la expresiòn: 
L(C*) — r 0 . Pero, L(C) > L(C*). Y, en consecuencia, L (C) > r 0 , que es la longitud de 
la geodésica 6 = 0 O que une a P y Q. Tenemos así el 

Teorema 11.15. Si P y Q son puntos de una superfície tales que exista en P un conjunto de 
coordenadas geodésicas polares que contenga a Q, entonces existe entre P 
y Q un arco único de longitud mínima representado por la geodésica que 
une dichos puntos. 

Con base en este teorema, demostraremos que si C es un arco de longitud mínima entre 
cualquier par de puntos P i y P 2 de una superfície de clase C 3 , entonces C es urla geodésica. 
Para ello, supongamos que C está dado por x = x(f), a < t < b, y que P es un punto arbi¬ 
trário de C, diferente de P 1 y P 2 , Como S es de clase C 3 , existe en P un conjunto de coorde¬ 
nadas gepdesicas polares, x = x(r, 0). Tomemos, ahora, un t > 0, suficientemente pequeno, 
de modo que los puntos Pe y P-e, que corrasponden a t + 1 y t — «, estén en 1 = x(r, 0), 
como se ve en la figura 11-14, Llamemos Ce la parte de C que se halla entre P y P ( . Necesi- 
tamos demostrar que C es un arco de longitud mínima entre P y P e . Para ello, supongamos 
lo contrario, es decir, que existe un arco regular P e entre P y P e tal que su longitud L(T) 
sea estrictamente menor que L(C t ). En particular, sea L{V f ) + S = L(C e ). Consideremos, 
ahora, el arco T que se obtiene al remplazar en C a Ç e por r e . Obsérvese que es posible que 
este arco ho sea regular en P y P t . Sin embargo, es posible demostrar que un arco como ese 
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Fig. 11-14 

se puede aproximar en P y en P ( , dando así un arco C* cuya longitud difiera de la de P a 
lo sumo en 8/2. Como L(P) + 8 = L(Ç), se deduce que C* es un arco regular entre P\ y P 2 
tal que 

L(C*) + 8/2 ^ L(C) ,0 sea: L(C*) < L(C) 


lo cual es imposible, pues C es un arco regular entre P 1 y P 2 de longitud mínima. De suerte 
que Ce es un arco de longitud mínima entre P y P t . Por la misma razdn, C- e , que es la parte 
de C comprendida entre P- t y P, es también un arco de longitud mínima entre P- e y P■ 


Pero, entonces, como consecuencia dei 
teorema precedente, C- e y C e son curvas geo¬ 
désicas, por ejemplo, 6 = y 0 = 8- e de 
P a P t y a P- t , respectivamente, como se 
muestra en la figura 11-15. Pero, C es regular 
en P; de donde, 6- f = 0 { 4- ic. En otras 
palabras, cerca de P, C es la única geodésica 
por ese punto, en la direcciún definida por 0. 
iY como P es un punto arbitrário de C, el 
teorema queda demostrado. Tenemos así el 

Teorema 11.16. Si C es un arco de longitud 
mínima entre dos puntos de 
una superfície de clase > 3, 
entonces C es una geodésica. 



Fig. 11-15 


SUPERFÍCIES de curvatura gausiana constante 

Recordemos que la curvatura gausiana K es invariante en una aplicación isométrica. 
Por este motivo, en puntos correspondientes de dos superfícies isométricas, las curvaturas 
gausianas son iguales. La recíproca de esta asercián no es verdadera, en general, como se 
demostrará en el problema 11.28. Sin embargo, si dos superfícies tienen la misma curvatura 
gausiana constante, entonces, demostraremos que dos entornos cualesquiera suficientemente 
pequenos de esas superfícies, son isométricos. En efecto, supongamos que x = x(r, 0) es un 
conjunto de coordenadas polares geodésicas en un punto de una superfície de curvatur a gau- 
siana constante K. De las ecuaciones (11.11) y (11,13), se desprende que y G = V x ° ' 
satisface la siguiente ecuación diferencial de segundo orden con coeficientes constantes 

£zVã + kVg = 0 (U.17) 

con las condiciones iniciales lim \/G = 0, lÍm(8\/G/8r) = 1 (11.18) 

Si K - 0, entonces la solución general de la ecuación {11*17) ès ^/G = rC^S) + ^(e). 
À1 aplicar la condición inicial (11J8) se tiene Ci — 1 y C £ = 0, y, de esta suerte, G = r 2 * 
De esta suerte, los primeros coeficientes fundamentales de x - x{r, G) deben ser E = 1> 
F - 0 y G ™ r 2 . Si K > 0, entonces la solución general de la (11J7) es \/G = C t (fi) sen 
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(r^/K) + CaíG) cos (r\/K). En este caso, las condiciones iniciales (11,18) implican que 
Ci = l/\/R y C 2 = 0* Y, por ello, en este caso, los primeros coeficientes fundamentales 
de x = x(r, 0) deben ser: E = 1, F ^ 0, G - (1/K) sen 2 ( r%/K }. Por último, si es K < 0, 
entonces la solución general de (11J7) es: 

VG = Ci($) senh + £ 2 ( 0 ) cosh (r\f^K) 

Aplicando la condición inicial se tiene: Ci = y c 2 -0. De esta suerte, en el caso 

presente es: E = 1, F = 0, G = (l/y^K ) senh 

Vemos, pues, que los primeros coeficientes fundamentales de un conjunto de coordenadas 
polares geodésicas, en cualquier punto P de una superficie S de constante K t están univoca¬ 
mente determinados y dependen únicamente de K, Pero, es evidente que si P* es cualquier 
otro punto de cualquier otra superficie que tenga igual curvatura gausiana K , constante, y 
x* — x*(r, 0) es un conjunto de coordenadas polares geodésicas en P* t entonces la aplicación 
f, definida por f(x(r, 6)) = x*(r, 0) es una aplicación isométrica de un entorno de P sobre 
un entorno de P* t En esta forma se tiene el 

Teorema 11 . 17 * (Minding), Dos entornos cualesquiera, suficientemente pequenos, de super¬ 
fícies de clase ^ 3 que tengan igual curvatura gausiana constante, son 
isométricos. 

La superficie esférica es ejemplo de superfícies que poseen curvatura gausiana constante, 
En el ejemplo 11*8 construiremos una superficie de curvatura constante negativa que sé 11a- 
mará seudoesfera, 

Ejemplo 11.8. 

Sea C una curva dei plano x\x z que comienza en el punto xi = a, 
x 3 = 0 , a > 0 , y goza de Ia propíedad de que el segmento de tangente 
comprendido entre el punto de tangencia P y el eje *3 tiene Ia longitud 
a f como se muestra en ia figura 11-16. La curva C reeibe el nombre de 
tr&ctriz y es evidente que viene dada por la solución de la siguiente 
ecuación diferencial 

dx%fdxi ~ — 0 

Se llama seudoesfera de seudorradio a a la superficie de revolución que 
engendra C ai girar en torno a! eje X 3 . De esta definición se desprende 
que la seudoesfera está representada por Ia función 

x = {r cos fljej -f (rsen e)* z -f f(r)o Zl 0 < r < a t —« < & < a 

siendo f'(r) = ya 2 - r*/r. En este caso, es E = x r .x r = 1 -f- 
(f f ) 2 ^ F - Xr*x =0 y G = = r 2 ; y t en consecuencia, 

segdn ia ecuación (UJO) de la página 252, K = -l/a 2 . De modo 
que la seudoesfera de seudorradio a tiene curvatura gausiana constante 
que es igual a -l/a 2 . 

Recordemos que la dírección que se escoge para que corresponda a 6 = 0 en un con¬ 
junto de coordenadas geodésicas, es completamente arbitraria. De esta suerte, según el teo¬ 
rema 11.17, los entornos de dos puntos distintos en una superficie de curvatura gausiana 
constante se pueden aplicar isométricamente uno sobre el otro de tal nianera que una direc- 
cion cualquier a que se dé en uno de los puntos, se puede hacer corresponder a otra dirección 
cualquier a que se escoja en el otro. Intuití vam ente, esto significa que cualquier figura geo¬ 
métrica situada en una superficie de curvatura gausiana constante se puede trasladar y girar 
libremente sin que vanen las longitudes de las curvas. De esto se concluye que las superfícies 
de curvatura constante positiva y negativa conducen a los modelos de geometrias no eucli¬ 
dianas ehptica e hiperbólica. En estos modelos, las geodésicas de las superfícies se identifican 
con las lineas rectas* * de Ia geometria ordinaria. La diferencia principal entre las geometrias 
dei plano (K = 0), elíptica, (K > 0) e hiperbólica (K < 0), descansa en el axioma de 
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“paralelismo”, En la geometria euclidiana este axioma afirma que por un punto exterior a 
una recta dada existe una unica paralela (es decir, que no la corta) a la recta* En la geometria 
elíptica {sobre la superfície esférica) no se pueden trazar rectas paralelas, pues dos “rectas” 
cualesquiera (meridianos) se cortan siempre (en los polos). Y en la geometria hiperbólica 
existen infinitas paralelas a una “recta” dada, como se demostrará en el ejemplo siguiente. 


Ejemplo 11,9. Plano hiperbólico . 

Consideremos el interior dei círculo de radio igual a % en el plano xiX 2 , como una variedad de doa di¬ 
mensiones, y un sistema de coordenadas polares, (r, 6), en el origen respecto dei cual definimos el tensor mé¬ 
trica siguiente 

g n - E - 1/(1 — r 2 /4) 2 , ffw = g 2 ! = F = 0, ff 22 - G ~ r 2 /(l - r 2 /4) 2 


De acuerdo con la ecuacién (11.10) y mediante un cálculo sencillo se tiene que Ül = —1. La “superfície” 
que tiene curvatura gausíana constante, K = —1, se denomina plano hiperbólico . Recurriendo al teorema 
11.10, encontramos que las geodésicas constan de las curvas de parâmetro r t es decir, las rectas euclidianas 
que pasan por el origen y de las curvas siguientes: 


9 



çVÊdr 

Vg Vg-c* 


1 J: 


C(l~r®/4)rfr 
n/V 2 - C^l-r®/4)®' 


Si hacemos u = o(l + r 2 /4) /r, en donde a = C/V 1 + C®, entonces 


(C = constante) 


1 - « a = [r® - C®(1 - r 2 /4)®]/r®(l + C®), du = -a(l-r®/4)<*r/r® 

y , = ± f w-w* = 9 r_^ 

J ry/r* - C®(1 - r®/4)® J Vl-« a 

Integrando tenemos 

6 — Bq = cos -1 », o sea: u = o(l + r®/4) /r - cos(8 ~ 6o) 

o sea r® + r 2 — 2 r 0 r eoa(t~-«à> — p®, en donde hacemos ro = 2/a y p® = rj —4. Esta es, en coordena¬ 
das polares, la ecuación de Ia circunferência que tiene centro en (ro, õo) y radio p , como aparece en la figura 
11-17(a), Obsérvese que rj = p* + 4 > 4; por tanto, el centro de esa circunferência cae por fuera dei contorno 
de r = 2 y corta a éste ortogonalmente. De suerte que las “rectas” (geodésicas) dei hiperplano son las rectas 
que pasan por el origen, y las circunferências que cortan ortogonalmente la de radio r = 2. En la figura 
11-17(J) se muestra que por un punto P, exterior a la “recta" C, existen infinitas “paralelas" a C. 



(») 


Kg. 11-17 


( 6 ) 


TEOREMA DE GAUSS -BONNET 

Se denomina arco de Jordan, C, de clase C m , a una sucesidn finita de arcos regulares C i( 
i - 1,..,, n, de clase C m , contíguos, es decir, puesto uno a continuacidn dei otrp en forma 
que el extremo dei anterior sea el origen dei siguiente, como se muestra en la figura 11-18. 
Es visiblemente evidente que un arco de Jordan C tiene una representacidn continua única, 
x = x(f), í 0 < í < t n , tal que sus componentes C; se representan por x = x(í) en subinter- 
valos, í ; _i < f < f;. Es también evidente que un arco de Jordan es rectificable y que su 
longitud es igual a la suma de las longitudes de sus componentes. Dejamos al lector, por vía 
de ejercicio, la demostracidn de esta asercidn. 
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Si los extremos de un arco de Jordan coinciden, se dice que el arco de Jordan es cerrado. 
Se llama arco de Jordan cerrado y simple o polígòno curvilíneo a un arcò de Jordan cerrado 
que ho tiene más puntos múltiples que sus extremos,, como se muestra en la figura 11-19. 
Las componentes regulares de un polígono curvilíneo se llaman bordes o lados dei polígono 
y a cada punto común a dos lados se le denomina vértice dei polígono. 

Si C: u = u{t), v = v(t) es un polígono curvilíneo en el plano, se puede demostrar 
(teorema de la curva de Jordan) que C es el contorno de un dominio D simplemente conexo 
y acotado que se llama su interior. (Un conjunto de puntos D de un espado euclídeo E es 
simplemente conexo si cualquier polígono curvilíneo cerrado, contenido en D , puede defor- 
marse o “contraerse” continuamente alrededor de un punto sin salirse de D.) Si, adernas» 
P{u, v ) y Q(u, f) son funciones derivables en un conjunto abierto U dei plano que contenga 
un polígono curvilíneo C y su interior D, y si C está orientada positivamente alrededor de D, 
es decir, si una pequena rotacitín positiva dè un vector tangente a C lo deja seríalando hacia 
el interior de D , entonces se puede demostrar (teorema de Green) que 

f( p ft + Q È) dt = ff (S - w) duiv 

siendo R el conjunto cerrado DUC. 

Supongamos, ahora, que x = x(u, d) es una carta de una superfície S definida en un 
conjunto abierto U. Es evidente que una curva C: x = x(f) = x(u(t), u(í)) es un polígono 
curvilíneo de la carta si y sdlo si u = u{t), v = tf(() es un polígono curvilíneo en U. Si C es 
un polígono curvilíneo perteneciente a la carta, diremos, por definición, que el interior W 
de C en x = x(ia, v) es la imagen dei interior de u = u(t), v = v(t) en U; por otra parte, 
diremos que C está orientado positivamente en la carta si u - u(t ), v = v(t) tiene orienta- 
cidn positiva èn el plano de parâmetros. Por último, observemos que es posible demostrar que 
el interior W de C en la carta es un subconjunto simplemente conexo de ésta si y súlo si el 
interior de u = u(t), v = tf(t) está contenido en U como se muestra en la figura H-20. 



Fig, 11-20 


Supongamos, ahora, que x = x(u, v) es una carta de una superfície de clase ^ 3 tal 
que las curvas de parâmetros sean ortogonales; supongamos, además que x = x(s) = x(w(s), 
tf(s)) es una representacidn natural de un polígono curvilíneo C de clase C 2 en x = x(u, tf), 
orientado positivamente, y cuyo interior es simplemente conexo. Convengamos que 

gl = Xti/|X(i| ss Xjy/Ê y g2 = Xu/]Xti| = Xv/t/G 
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son los vectores unitários a lo largo de C en la dirección 
y sentido de las curvas de parâmetros u y de parâmetro 
v, respectivamente, y 0(s) la funcidn, derivable a tro- 
zos, descrita por t = (cos 6?gi + (sen 6)g a siendo t la 
tangente unidad a todo lo largo de C, como se muestra 
en la figura 11-21. Obsérvese que 0(s) presenta un 
salto en cada vértice P,- de C igual a un ângulo * jt 
donde — iç < < «. El ângulo or 4 se llama ângulo 

externo de C en Pi. 

Ahora, bien: En el problema 11.19 de la página 
270 demostraremos (fórmula de Liouville) que a todo lo 
largo de cada lado de C la curvatura geodésica viene 

dada por ., = */* + „, OOS9 + ., 

siendo m y k 2 las curvaturas geodésicas de las curvas de parâmetros, u = constante y u 
constante, respectivamente. De modo que 

£%* = +/(^cosí + ^senôjds 



Fig. 11-21 


( 1120 ) 


Ahora, bien, 

cos e 

II 

Ú* 

II 

( du dv\ 

\ u ds + Xv ds) 

i.i = 

\/Ê 

Xu * X« dU 

ds 


,(11.21a) 

y sen 9 

= f-S, = 
VG 

{ du , dv\ 

V t ** + X "3íy 

II 

Xe ‘ Xe dV 

y/G ds 

- 

, (11.21b) 


en donde hemos utilizado el hecho de que las curvas de parâmetros son ortogonales y, por 
ello, x u *x, = 0. De esta suerte, al sustituir en la integral anterior, se tiene 

X *. * = X ás + X + -.V85) * 

Del teorema de Green (11.19) de la página 259, se desprende que 

X is = X" + SS - ■k^'i] iuiv 

Rf 

siendo R' el interior y el contorno de u = it(s), v = v(s) en el plano. De la ecuación (11.6) 
de la página 249, resulta que 


Sc K * ds - £* + £/[* 


Gu +1 ~^=\dudv 


2y/ÊG to 2yfÊG 

= X ás + SStjm\h^ik + “ R 


-]\/lG 


dudv 


2 i/ÈG Ito y/ÊG dv yf ÊG - 
y, en corisecuencia, de acuerdo con la fórmula (11.10) para la curvatura gausiana, 

X d$ = X d$ ~ XX dudv 

Rf 

Así se llega a Ia fórmula ^ k ç ds — x de - Xf 

R 

en donde i? es la uniòn de C con su interior en S. SÓlo hace falta calcular la J* dff Como 
quiera que C es una curva simple, se puede demostrar que el cambio total de 0 al revorrerse 
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C completamente, es igual a 2%. En cualquier texto de topologia se puede hallar una demos- 

tracidn de este hecho. Como quiera que I ãd mide el cambio de 0 a todo lo largo de los 

J * <Jç 

de + 2 «i = 2ir. Se llega así al 

C i 


Teorema UA8 . Fórmula de Gauss-Bonnet* Sea C un polígono curvilíneo de clase C 2 en 
una carta de una superfície de clase ^ 3. Supongamos, que C está orientado 
positivamente yque su interior, en la carta, es símplemente conexo, Entonces 

^ k & ds -}- K dS = 2 ir “* 21 (11.22) 


siehdo la curvatura geodésica a lo largo de C t R la unión de C y de su 
interior, K la curvatura gausiana y a L los ângulos externos de C. 


Ejempio 11 , 10 , 

Supongamos que C está constituído por tres geodésicas que forman 
un triângulo geodésico. Como - 0 en C, la fórmuía de Gauss-Bonnet 

vlcne a ser jj" K ds = 2t — 2 «i* Si = x — & it i = 1, 2 t 3 t 

R 

representa los ângulos internos dei triângulo, como se ve en la figura 
11 -22, entonces 

Xf Kds = .2 Pi - * 

R 

Para Ia esféra de radio a, es K ™ l/a 2 , y la fórmula se convierte en 

3 

2 Pi = ff A/a 2 

i=i 



en donde A es el área dei triângulo geodésico. Si K = — 1 , es decir, si se trata de una seudoesfera, entonces 

3 

2 Pi “ w “ A/a 2 . De modo que la suma de los ângulos internos de un triângulo geodésico es mayor 
que, menor que o igual a x, según que Ia curvatura gausiana sea positiva, negativa o nula. 


Supongamos, ahora, que S es una superfície compacta (cerrada y acotadá) y orientable. 
Es posible demostrar que una superfície como esa se puede cubrir con un número finito de 
regiones Ri, i = 1,, - .,n se supone que cada Ri consta de un polígono curvilíneo C; y de 
su interior W i7 en tal forma que si dos cualesquiera de los R L se traslapan ello ocurre sobre 
un único lado o borde comün, o en un vértice eomún, como se muestra en la figura 11-23, 
El recubrimiento R ít i = 1,. ..,n recibe el nombre de descomposición poligonal de S. En 
particular, si se escoge una orientación, entonces, existe una descomposición poligonal for¬ 
mada por polígonos orientados, por ejempio, positivamente, en forma tal que sobre un lado 
común a dos polígonos Contíguos, hay dos orientaciones opuestas, como se muestra en la fi¬ 
gura 11-24, 




Fig, 11-23 


Fig, 11-24 
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Supongamos, ahora, que la fórmula de Gauss-Bonnet se aplica a cada uno de los polí¬ 
gonos Ci de tal recubrimiento. Esto nos da 

f K ° d8 + XÍ K d8 = 2 " “ + 2 h 

R l 

siendo A* el número de lados o bordes de C; y = k — <x ^ es el ângulo interno en un vér¬ 
tice, como en el ejemplo anterior, Supongamos, por otra parte, que la ecuación precedente 
se suma sobre todos los polígonos C t * Como cada lado se toma en la suma dos veces con orien- 

taciones opuestas, entonces se tiene: ?[i K g dsj = 0. Así, pues, K dA = 2tt 2 1 — 

n n n 

n S K + 2D 2 fti- Como cada lado figura dos veces en la suma 2^ y cada vértice con- 

Í=1 i n t ^ 1 

tribuye con 2x a la suma 2 2 tenemos finalmente la fórmula 

t=i i 



K dA 


— ai 4-ao) 


s 

en donde a 2 — n es el número total de polígonos, a l el número total de 


el número total de vértices de la descomposición. La 
tura total de S. 


integral ^ KdS 
& 


{11.23) 

lados o bordes y a 0 
se denomina curva- 


Una primera cunsecuencia de la ecuación precedente es que, según vemos, el entero 
X = a 2 - fli + a 0 sólo depende de la superfície y, en ningún caso, de la descomposición 
poligonal de ella. Este entero recibe el nombre de característica de Euler de la superfície, La 
característica de Euler también es invariante en toda aplicación (trasfòrmación) biyectiva 
y bicontinua de superfícies, En efecto, es visiblemente evidente que cualquier descomposición 
poligonal de una superfície S se trasformará en la correspondíente descomposición poligonal^ 
de su imagen con el mismo número de polígonos, lados y vértices* Y de esto se concluye que 

en las superfícies compactas orientables, como la que nos ocupa, la curvatura total ff KdS 
es realmehte un invariante topológico s 

La ecuación (11.23) la enunciamos formalmente dei siguiente modo 

Teorema 11.19. Teorema de Gauss-Bonnet. Si S es una superfície de clase C 3 , compacta 
y orientable, entonces, 

ff KdS = 2* x («) 

S 

siepdo K la curvatura gausiana de S y xM es Ia característica de Euler de S. 


í 


i 



t 
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Ejemplo 11*11* 

(a) En la figura 11-25 se observa una descomposición poligonal de la superfície esférica en 4 polígonos, 6 
bordes y 4 vértices. Así, pues, la característica de Euler de la superfície esférica es 2 , y, segun lá ecua¬ 
ción (11.23), su curvatura total es 4 tu. 


(ò) Eri la figura 11-26 se observa una descomposición poligonal dei toro en 4 polígonos, 8 lados y 4 vértices. 
Así, pues* lá característica de Euler deLtoro es 0 . La curvatura total también es 0 . 


(c) El toro es un ejemplo de una esfera con una aga- 
rradera. Véase la página 275. Tal como se puede 
apreciar en la figura 11-27, para obtener una esfera 
de dos asas, basta agregar a una esfera de un asa, 
un toro a lo largo de un cierto polígono. Este hecho 
produce el efecto de reducir en 2 el numero total de 
polígonos de ambas superfícies, rebajar el número to¬ 
tal de bordes en el número de lados dei polígono que 
se considera, y disminuir el número total de vérti¬ 
ces en el número de vértices dei polígono aludido, 
Como el número de bordes y de vértices de un polí¬ 
gono son iguales, la característica de Euler de la es¬ 
fera que tiene dos agarraderas es — 2 . En general, la 
característica de Euler de la superfície que se obten- 
ga agregando una nueva asa a una superfície que 
tuviera p — I asas, será la característica de Euler 
de ía superfície inicial menos 2 . En esta forma, 
obtenemos para la característica de Euler de una 
superfície conp asas. Ia siguiente fórmula: 



Problemas resueltos 

APLICACIONES SOBRE SUPERFÍCIES 

11.1. Demostrar que una aplicación regular derivable f de una superfície S en una superfície 
S* es una aplicación continua de S en S*. 

Supongamos que f(Fo) = F<J ês un puntò de S* y es un entorno arbitrado de Fj, De 

acuerdo con el corolário de la página 244, existe una carta D en S que contíene a Po* carta ^n la 
cual f es continua. De modo que existe un entorno S 6l (P Q ) tal que f(F)e£ f (Fj) para P en 
S Sl [P 0 )nD. Y según el problema 8.13, a cada F 0 pertenéciente a una carta D de la superfície 
S, le corresponde un entorno Sõ 2 (P q ) tal que Ss 2 (P 0 ) n S C D. De modo que para un F pertene- 
ciente a S$(Pq) nS, en donde 6 = min (Sj, tendremos un P que pertenece a S^(P 0 ) D D y f por 
tanto, una f(P) en De esto se concluye que f es continua en F 0 . Y como Po es arbitrado, 

f es una aplicación continua de S en fí*. 

11.2. Demostrar que si f es una aplicación regular derivable de S en S* y es g una aplica¬ 
ción regular derivable de S* en S** s entonces la aplicación compuesta g o f es una apli¬ 
cación regular derivable de S en S**. 

Sea x = x(ít, v) una carta de S definida en £7, Es necesario demostrar que x** = (gof) (x(u, v )) 
es una representación paramétrica regular en S** Como f es una aplicación regular derivable de S 
en S*, dei teorema 11,1 se colige que existe un entorno S(u , u) para cada {; u , v) en U tal que x* = 
t(x(u, t?)) sea una carta local en para todo (u t v) en S(u, u). Comoquiera que g es una aplicación 
regular derivable de S* en S **, entonces x** = g (x*(u f v )) - g(f(x{u, v))) = (gof)(x(u, v )) es una 
representación paramétrica regular en S ** para cualquier (u, v) en S(u, v ), Y como (u t v) es un punto 
arbitrário, perteneciente a U , entonces x** = (gof) (x(u, u)) es una representación paramétrica 
regular en S **, definida en U t que era Io que se necesitaba demostrar. 

11.3. Sea f uua función de S en S* tal que para toda carta local, x = x{u, v ), de una base 
de cartas para S t la función x* = f(x(a, v)) sea una representación paramétrica 








264 


GEOMETRIA INTRÍNSECA 


{CAP* 11 


regular-de clase .C r * Demostrar que x* = f(x(w, v)) es una representación paramétrica 
regular de clase C r para todas las cartas locales x = x(u,v) de S y, en consecuencia, 
f será una aplicación regular derivable de clase C r de S en S*. 

Sea x = x(u,v) una carta arbitraria de S definida en U * Es necesario demostrar que x* ^ 
f(x(u, v )) es una representación paramétrica regular en S** Sea (a, y) un punto arbitrário de U y P 
el punto de i = x(u , v ) que corresponde a (u, v). Convengamos que x ~ y(G, 4>) as una carta de 
la base que contiene a P* Segun el teorema 8*3 de Ia página 166, la intersección de jc — x(u, y) cod 
x “ y(G, <J>) es una carta de S t definida en un conjunto abierto W que contiene a (u f v) y dentro 
dei cual 6 = &{&, y), <Jj — $(u, v) es una trasformación paramétrica admisible* Como x* = 
f(x(u t y)) ~ f(y(ü(u, ü), 4>(«, y))), en donde f(y(G, <»>)) es una representación paramétrica regular, 
se colige que x* - f(x(u, y)) es también una representación paramétrica regular, definida en W. 
Y como (u 3 v) es un punto arbitrário, perteneciente a Í7, se concluye que x* = f(x(i*,y}) es una 
representación paramétrica regular, definida en U * 


11.4, Si f'es una aplicación inyectivaj regular y derivable de una superfície S sobre S* t de¬ 
mostrar que f _1 es una aplicación regular derivable de S* sobre S* 

Sea x* = x + (u, v) una carta de S* definida en U> Es necesario demostrar que x = fu)) 
es una representación paramétrica regular en S. Al igual que en los problemas precedentes, en éste 
es suficiente demostrar qne x = (x*(w, y)) es una representación paramétrica regular en algún 

entorno de un punto arbitrário (u, y) de U * Convengamos que P* designa la imagen de (w, y} por 
medio de x* = x* (w, y) y P la imagen de P* por la acción de f*4 Ahora* bien, sea x — x(fl, <Jj) una 
carta de S que contenga a P. Como f es una aplicación regular derivable de S en entonces x* — 
x*( 0 , íj>) = f(x(G, ó)) es una representación paramétrica regular en $* que contiene a P** De acuerdo 
con el teorema 11 * 1 , podemos suponer que x* - x*(0, 4>) es una carta local Según el teorema 8*3 
de la pagina 166, la ínterseccipn de las cartas x* = v) y x* = x*( 0 , 4 ) de S* és otra carta, 

que contiene a P* y tal que G = 0 (ü, y), 4 » = $(ü, v) es una conveniente trasformacíón de parâ¬ 
metros. Pero* entonces, en la intersección, x - y)} = x(G(íí, y), 4 s(w, y)) es una repreaen- 

tación paramétrica regular en S; y con esto queda completa Ia demostracLón* 


APLICACIONES ISOMETRICAS 

11.5. Si f es una isometría de una superfície S sobre una superfície S*, demostrar que f _1 
es una isometría de S* sobre S . 

De acuerdo con el problema 11*4, f -] es una aplicación regular derivable de S* en S , De modo 
que para cualquier arco C* en S* t f "KC*) es un arco regular en S y, por ser f una aplicación iso- 
métrica de S sobre S*, entonces 

Uf-HQ) = URt-HC*)) = L{C*) 

en donde, L(C*) es Ia longitud de C*, lo cual demuestra que f-i es una isometría de S* sobre S* 


11.6. Demostrar el teorema 11.4, a saber: La distancia intrínseca D(P, Q ) de un punto P 
a un punto Q de una superfície, cumple las- siguientes condiciones 

(i) D(P,Q) = D(Q,P) 

(ii) D(P,R) < D(P,Q) + D(Q,R) 

(in) D(P,Q) > 0, D{P,Q) = 0 sii P = Q. 

(i) Comoqníera que la longitud L(Ó) de un arco regular C desde P hasta Q, es independiente 
de la orientación de C, entonces el conjunto de los números L(C ) correspondientea a todos los 
arcos regulares C de P a Q, también es independiente de la orientación de C* De esta suerte, 
D(P, Q), que es el ínfimo de los números L(C), es independiente de la orientación de C* Por 
tanto, D(P t Q) = D(Q, P). 

(ii) Como D(P, Q) es el ínfimo de las longitudes de los arcos que unen a P y Q t dado un e > 0 
arbitrário, existe un arco regular Ci que une a P y Q tal que L(C 0 ^ D(P,Q ) -f t. Por Ia 
misma razón, existirá un que una a Q con R t tal que L(C 2 ) ^ D(Q , R ) + Ahora, bien, 
el arco que se obtiene al unir C 2 y C\ tendrá, en general, una “esquina” (o punto ar guloso) 
en Q, y, por tanto, no será un arco regular entre P y R, Sin embargo, es posible demostrar que 
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existe un arco regular entre P y R que, en el peor de los casos, sea esc asamente mayor. En otros 
términos, existe entre P y R un arco C tal que L(C) ^ £{Ci) + L(C a ) + e. Pero, en ese caso 
se colige que 

D(P t R) * L{C) * L(C X ) + L(C 2 ) + < * D(P,Q) + D(Q,R) + 3c 

Y como € es arbitrário, tenemos que: D(P, R ) ^ D(P, Q ) -h D(Q t R). 

(iii) Puesto que L(C ) 0, para cualquier arco C desde P hasta Q, entonces, D(P,Q) > 0, Si 

P — Q t dado cualquier e > 0, existe entre P y Q un arco regular C tal que £(Ç) < Y 
como D(P, Q) <£{C) ^ € para un e arbitrário, se concluye que D(P, Q) =» 0* Recípròca- 
mente, supongamos que D(P,Q) ^ 0, Entonces, dado un * > 0 arbitrário, existirá entre 
P yQ un arco C tal que L(C } ^ D(P, Q) + e * e. Pero, la distancia euclidiana es |P - Q\ 
< L(C). Y como € es arbitrário, entonces, |P — Q| — 0, o sea P = Q* 

11.7. Sea f una aplicación local iaométrica de una superfície S en una superfície S** Demos¬ 
trar que para cualquier par de puntos P y Q de S, la distancia intrínseca D(P , Q ) = 

D(t(P),tm. 

Como quiera que D{P, Q) es el ínfimç entre las longitudes de los arcos que unen a P con Q, 
dado un t > 0, arbitrário, existirá un arco C que una a P con Q en tal forma que su longitud L(C) 
cumpla la condición: L(C) ^ D(P, Q) + e. Ahora, bien, supongamos que C* - f(C}* Como f 
es una aplicación local isométrica, entonces L(C*) = L(C)* De esta suerte, D(f(P), f(Q)) < L(C*) - 
L(C) ^ D(P t Q) H- «. Y como e es arbitrário, se obtiene el resultado deseado. 

11.8. Sea y = y(3, v) = x(s) + vt(s), v > 0, una parte de la superfície tangente a una 
curvai cuya representación natural es x = x(sb que no tenga puntos de inflexión 
(véase el problema 8*19 de la página 178). Demostrar que una vecindad de cada uno 
de los puntos de la superfície tangente se puede aplicar isométrieamente sobre un 
subconjunto dei plano. 

De acuerdo con el teorema fundamentai de ias curvas, existe una representación natural de 
una curva x* *= x*(s) en el plano x& 2 tal que a todo lo largo de x* = x*(s) ia curvatura k*(s) es 
igual a Ia curvatura k(s) a todo Io largo de x = x(s). Dado un punto P de la superfície tangente 
y una carta y - y(s, r) que contenga a P; definimos la aplicación f de la carta en el piano por ia 
expresión: y* = f(y(s,u)) = f(x(s) 4- yt(s)) - x*(s) 4 ut*{íO* En estò caso, y* = x* 4 vt = 
4 y y* = t* son continuas y \yf X y* \ = vk* 0, pues i>>0 y k* = k?£ 0; por 

tanto, f es una aplicación regular derivable. De acuerdo con el teorema 11*1 de la página 243, pode¬ 
mos suponer que la carta que contiene a P es lo suficientemente pequena como para que f sea inyec- 
tiva, Ahora, bien, en toda la extensión de la carta y — y(^ y ) tenemos que 

E — y s *y s “ (t 4 Vícn) * (t 4 -uien) = 14 vV 

F - = .(t-hi*n) • (t> = 1, G = y v *y v = t*t = 1 

Sobre y + * f(y(s, y)) - x^ís) 4 ut*(s) tenemos 

E * = y? w yt - 1 + P* = yj *yí = 1, G* - y* -yj =1 

Pero, K = k*. Por tanto, E = E*, F = F*, G =* G** Del teorema 11*3 de Ia página 245, se deduce 
que f es una isometría* 

11.9. Si f es una isometría de S en S* y x = x(u,v) es una carta en S, demostrar que 
E = E*, F = F*, G = G*, siendo E, F y G los primeros coeficientes fundamentales 
en Ia superfície x = x(íí, v) y E*, F* y G* los primeros coeficientes fundamentales de 
Ia x* = f (x(u, v)). 

Sea (u, v) un punto arbitrário perteneciente al dominio de x = x(m, y). Por otra parte, eean: 
u = a(f), v - y(f), a < t < b, un arco arbitrário que pase por (u t v ), y Ct y CJ las imágenes de 
u = u(í), v - v(t) sobre S y S* t respectivamente, en el intervalo a ^ t < t* Como f es una iso¬ 
metría de S sobre .S*, se tiene 

««- J4(£- = 


UCf) 
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Pero, Io anterior vale para todo t. Por tanto, para todo valor de t, y, en particular, en el punto (u, v ), 
se tisne 

*(*)’ + íF f t s + «(£)' = Kt)’ +2í '*|f +e, (s)’ 

Pero, hemos supuesto çfue la curva u = u(t), v = y(í) que pase por (u, ir) es arbitraria* Por consi- 
guiente, la ecuación anterior vale también en (it, d) para todo dufdt, âvfdt. De ello se concluye que 
E = E*, F = F* y G - G* en (u, v). Y como (v, v ) es arbitrário, se deduce el resultado que se 
buscaba* 

11.10, Se dice que una trasformacitín f regular y derivable de una superfície S en otra super¬ 
fície S* es conforme si a cada carta x = x(u, v) de S se le puede hacer corresponder 
una funcitín X(u t v) > 0 tal que para todo (u, v) sea 

E = \E* f F = \F* y G = \G* 

en donde E, F y G y E *, F* y G* son los primeros coeficientes fundamentales en las 
cartas x — x(u, v) y x* = f(x(u t v)) respectivamente* Demostrar que una aplica- 
citín {trasformación o representación) conforme, conserva el ângulo que forman dos 
curvas orientadas que se cortam (Angulo entre dos curvas orientadas que se cortan, 
x = x(t) y £ = ^(t)* es el ângulo 6 = <£ (x' ? que forman sus tangentes en el 
punto de interseccidn*} 

Supongamos que x — x(ti, u) es una carta que contiene a P y i = x(u(í), u(í)) y £ = 

x (i)Wi ÇW) &on dos curvas de S que se cortan en P t cuyas tangentes en ese punto son x' = x u u' + 

y Ç' = x u V -f x e ^, respectivamente* Si B = £ (x' y £'), entonces, de la ecuacidn (9.6) 
de la página 184, se deduce que 

C03í = _ EuW + F(ur + vW) + Gvr _ 

[E(u') z + 2Fu'v* + G(v , ) 2 ]^ 2 [E( n t ) 2 + 2fYf' + G(S f )2\v* 

Por otra parte, si O* es el angulo que forman las tangentes x*' = xj u* + x* v f y = x* V -f 
x* P de Ias imágenes x* = x*(u(í)> u(f)) S* = £0)) de las curvas en S*, entonces 

cos a* = r - + + *v> + wr _ 

[E*(u') 2 + 2F*u'v’ + G*(v') 2 ] 1/2 [E*(ij') 2 + 2FWV + G*a') 2 ] 1/2 

Pero, en los puntos correspondientes E = F == y G = \G*. Por tanto, coa 6 = coa 6*, 

o eea, 0 — 0*, con lo cual la demostracidn queda completa. 


11.11. Se dice que dos superfícies S y S* son aplicables si existe una familia continua f x , 
0 < X < 1, de aplicaciones de S en E 3 tal que: (i) f 0 (S) = S, (ii) fi(S) = S*, (iii) 
para todo valor de X las fx son aplicaciones isométricas de S en fx(S). Intuitivamente, 
el que S y S* sean aplicables, significa que la superfície S se puede combar isoraétrica 
y continuamente sobre la S*. Si S y S* son aplicables, diremos que la S* se puede obte- 
ner a partir de la S por flexión. Las propiedades de una superfície que se conservan 
invariantes en una familia continua de isometrías, como la que hemos senalado, reci- 
ben el nombre de invariantes de flexión . Es evidente que si S y S*, son aplicables, 
entonces son isométricas. La recíproca no es siempre verdadera. Con base en todo lo 
anterior, demostrar que cualquier entorno de cada imo de los puntos de una “rama” 
de la superfície tangente a una curva, se puede aplicar por flexión sobre el plano. (Véa- 
se el problema 11.8.) 

Sea y = y(s,v) = xis) + wt(s), v > 0, !a superficie tangente a la curva x = xis) que 
carezca de puntos de inflexión. De acuerdo con ei teorema fundamental de las curvas, por cada valor 
de X, 0 < X £ 1, existe una curva x = x x (s), de curvatura k(s) y torsión (1 - >,}-(«), siendo 
. K(s) y ~is) la curvatura y la torsión a lo largo de x = xí>;. Obsérvese que x = xo(s) = x(s) y que 
x = x t (s) es una curva plana, pues su torsión es igual a cero. Es posible demostrar, además, que 
x\(s) es continua en X. Consideremos, ahora, la familia de aplicaciones l k de la superficie tangente 
descrita por x = f*(y(s, v)) = x x (s) + Vt x (s), v > 0. Al igual que en el problema il.8, aqui es 
fácil verificar que, para cada valor de X, f x es una aplicación regular derivable de una carta, perte- 
neciente a Ia superficie tangente, sobre su imagen. Es evidente que fo(y0, y)) = y(s, i?) y que 
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fi(y(s, i>)) es un subconjunto dei plano engendrado por las tangentes a la curva plana x = xi(s). 
Por último, para cada valor de X, E x = (x»), • («0» = 1 + vV = E 0l F x - (x x ), * (x x )„ = 1 = F, 
y G k - (x x ) v • (x x ) 0 = 1 = E, lo cual demuestra la proposición. 


GEODÉSICAS 

11.12. Determinar las geodésicas en el cono circular descrito por x = (u sen a cos 6)ei + 
(u sen « sen 0)e, 4* (w cos a)e 3 a = constante, 0<a<*/2, «>0 resolviendo, 
para ello, las ecuaciones (11.7) de la página 250. El cálculo da 


= 1, F — 5^‘xj = 0, G - x 8 ■ x â = u 2 sen 2 a; 


T I - 

II ^ 


r i 2 = rf, = r 2 = o, 


r sa — ~ usen a a, rf a = l/w. En esta forma, la segunda de.las ecuaciones (21.7) es ^jr| = —(2/w) 
d$ 1 dáy *—2 du 

Si hacemos $ — tendremos que - — — ^- 4 Por tanto, log $ = —2 log u + K 

= Cf w a een 2 úc, en donde, C = e% sen^ a. Como $ es la longitud de arco, entonces 


^ du d$ 
ds dê' 
o sea 


I dx I a 

1 = y = 


du , de 


_ f du 


7 


+ « 2 sen 2 








Sustituyendo dü/ds = C/w^sen^ot, se tiene. 


dufds — V« 2 sen 2 « — C*fu sen a 


De donde: dufde = (1 fC)u senaVí^ Ben^a — C 2 o sea: u = A sec [(senn)í + B] 

siendo A — constante, B = constante* 


11.13. Demostrar que la curvatura geodésica de una curva descrita por la representacidn 
natural x = x(s) = x(u(s) t v(s)) de clase C 2 en una carta x = x(u, v) de clase C 2 
viene dada por 




ds) 


+ M -?!,>($(§) + < r S*- 2r w(s)(S)’ 
‘(£)’ 


dx 


, _ — _ du , dv , _ di 

*~ds - *“ds + * 0 ds’ k “d* 


(du ' 


De esta suerte, y segtín la ecuacidn (11.3) de la página 248, se tiene 

■V 


= [tkN] = 


-*1(1 




+ (2Kx ttp N] + 




+([W<1 + «[v-ni)(g)(2j + [**-*](£)■ + g- % g) 


Y de la ecnacidn de Gauss, a saber, x uu = rjjX* + + LN, de la página 215, se obtiene 

— T\ t [x^XuN] + rfj[x u x u N] + L[x u NN] = 

Pero^x^N] =(x u X . ( Xu X X x v \ = |x„ X xj = ^EG-F 2 . De donde[^x^N] - T^y/EG-F 2 * 


Análogamente, 

[x ^N] = — r^VÊG-F 2 , [Wi]= vl^EG - F 1 , = -t\^EG-F*, 

[x a x„ v N] = V%pJEG — F a , [XjX^N] = —r^VEG —F®. Sustituidos es os valores en la anterior 
ecuación.para Kg se llega al resultado que se esperaba. 


11.14. Demostrar el teorema 11.8, a saber: Una representación natural de una curva x = 
x(s) = x(u(s), v(s)) de clase C 2 en una carta x = x(u, v) de clase C a es una geodésica 
si y sólo si w(s) y v(s) verifican las siguientes ecuaciones 
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. /d 

: u y 

_ . dudv 

i Yd 

: r \ 2 

^ + r Hd 

J + 

2r “ ds ds 

+ ri,( a 

E»/ “ 

t 2 (d 

:«V ^ 

_ « 

. /ii 

!v\ 3 

dT‘ + T “\i 

Ifj + 

ria ds ds 

+ rl j 

to) " 


Recordemos que k 0 - k*U; en este caso, t t U, N es una terna ortononnal, De ihodo^que x = 
x{s) es una geodésica sii k*U - 0. Como k siempre es ortogonal a t, se.deduce que x — x(s) es 
una geodésica sii k-x„ - 0 y k*x„ - 0. De Ia igualdad t = x u *(du/ds) + x»*(du/ds) se des¬ 
prende que 

t - ÍL - x. feíV +2*. — — + v (—V 4- * ^ 

K “ da ~ / zx “® da ds + \dsJ + *“ de* + *“ ds 2 

Por tanto) x ” x(s) es una geodésica si y sdlo si 

k**K = + 2(x uo **u)^^+ (* TO • *u) + (* u **«)^+ í*"**» 5 ^ = 0 

k '*v = t*~ ,sí j(ê) + *<*>»■ **>ê£ + (*»«• *»>(§) +(*«**»)§+ = 0 

Si resolvemos estas ecuaciones para d^u/ds^ y dtyfds 2 y tenemos en cuenta la identidad vectorial 
(a X b)-(c X d) = (a-c)(b*d) — (a*d)(b*c) se tienen las ecuaciones equivalentes 

(EG-F*) |j = 

+ 2(X # Xx m ,)*(x u XjC 0 )”™ + (n,XlJ'(x,Xl |l )^j 

+ 2(5^ X x„„) • (x„ X x„) ~ ~ + <x u X*„„) ■(í.x*,,) 

Si en el problema anterior utilizamos la igualdad N = x u X x p /[x u X x B | = x u X x v /*/EG — F* 
y las expresiones para [x„x aiJ N], etc*, se tienen laa ecuaciones deseadas* ' 


11,15, Si ü($) y v(s) son soluciones de las ecuaciones diferenciales dei problema precedente 
de modo que en alfiin punto „ = + 0.(s)’„ = 

demostrar que s es un parâmetro natural a lo largo de la curva x = x(u(s), v(s)). 

De acuerdo con el problema anterior, u(s) es una solucidn de las ecuaciones diferenciales 

- '^ 1*1 > dt * j A dx du . dv dt A dt 

si y sólo si el vector , siendo t ™ ^ ^, verifica a ^ • x u = 0 y ^ - 0 , o, 


lo que es igual, a * U 
, dt 


ds 


1 ds 3 


da 


da 


0 para todo vector tangente U: Pero, entonces será ^ |t| 2 


ds 


(t‘í) = 


2^ * t — 0 , pues t es un vector tangente. Por tanto, integrando se tiene: ]t | 3 — C = constante. 
Pero, en s = s<>, es 

«•(*).* «•(s)J 1 ■ <€ + *<%)M +e M - 1 


= 

De modo que [t[z 


\dxfds\z - 1 para todo valor de s, con lo cual se completa la demostración* 


11*16. Si x - x(s) — x(eí(s), v(s)) es una representación natural de una geodésica de una carta 
x = x{w, v) tal que E - E(u) y F = 0 y G = G{u }, demostrar que v^cosô = 
C = constante, en donde G es el ângulo que forma la geodésica con las curvas u = 
constante de parâmetro v> es decir, 6 = í (t, x p ). 


r 


2 

11 


Es fácil, de acuerdo con la ecuacidn (10,4) de la página 215, hacer los cálculos que conducená 

= 0> rf 2 - OJ2G t r ^2 = 0. Por tanto, la segunda de Ias ecuaciones (il.7) es^ d- — ~ ^ = 0, 

ds z u as ds 
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com ° l( G j) = G S +g 4s ê-.**» es e( J uivaiente a ia á( G £) =0 - portanto ’ g tb - 

C = constante. Utilizando la expresión F ~ = 0 , encontramos que 

^ dv . .dv ( du . dv\ , , - - | ^ , rrz 

G H = < x *>"* a£ J ~ds = + ~ í#Xv = W |x p | cos ^(t t x v ) = y/G cosí 

De suerte que \/^ c os tt = C — constante, 

11.17. Demostrar el teorema 11,10, a saber: Si x = x(u, v) es una carta local en una super¬ 
fície de clase > 2 taí que E = E(u), F = 0 y G — G(a), entonces 

(i) las curvas v = constante, de parâmetro u 7 son geodésicas, 

(ii) la curva u — w 0 , de parâmetro v , es una geodésica sii G a (uo) = 0, 

(iíi) una curva x = x(u t v(u)) es una geodésica sii v = ± T 
constante. ^ 


- du, C = 


(i) Según la ecuacíón (21*^) de la página 249, 


las curvas v = constante, de parâmetro u, son geodésicas, 

G u (u 0 ) 


(ii) Nuev amente, segun la ecuacidn (22-6), — 


geodésica si y sólo si G u (üq) = 0 , 


o 2G(u 0 ) VÊÜ^) 


0* De donde resulta que 

Por tanto, u - u$ es una 


f dv 


(iii) Al igual que en el problema anterior, (?— = C = constante. Además, como $ es la iongitud 
de arco, se tiene * 


1 =■ 


E\ 


f du\ 

, dB J 


dx | 2 
dfs | 

2 


du , dv 
*“ de + Xv ds 


'(*)■ 


+ 8 (: 


, C 2 du 
+ G 0 * 


_ V G - C 2 A , dv dv /du _^ C^E 

= — ■ ■ , Asi, pues, -j— — -jT / -r~ — ± ~~* de lo cuaí 

y/Êi/G du ds/ ds VgVC^/ 


. Sustituyendo “ = ^ tenemos í = 
Cy/E 


se desprende el resultado que se deseaba. 


11.18. Una carta x = \{u, v) se denomina carta de Liouville si E — G — U+VyF=*0, 
en donde U es función de la sola variable k y Ves funcidn únicamente de v. Si es x = 
x(s) = x(u(s), v(s)), una representación natural de una geodésica de una carta como 
la aludida, demostrar que: 

V sen 2 6 — V cos 2 0 = C, C = constante 


siendo 0 el ângulo que forman la geodésica y las curvas v = constante, de parâme¬ 
tro u; es decir, 0 = < (t,x u ). 


En este caso, 


J7 r 


— Til — __r 1 — ti * 

^ * 11 * QV x 1 


r 


2(17 -b R) * 11 * 22 ‘ 12 J 2(17+ V) 

la ecuacidn (11.4) de la página 248, e introduciendo k 9 — 0, se logra 


l 22* 


Al sustituir en 


+ ^(È) f (s) - <($)* + K®)’ + - M) 4 » 

[(a)' + (Sj](^E-V'S) + W + V)(S8 - Sí) = o 


Esto equivale a: 

Por tanto, 

(*> 


d [ U(dv/ds)z - V{du/d s)^ 
ds |_ ( du/ds ) 2 + (dWds ) 2 


K=)‘- i%)']/[(ty+@f] - c - 


constante 
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A hora, bien, cos t = 


|t| i*J 


du/da + ^ dv/dí) • x* ( 

- = ds* Análogamente, 


sen $ =s 


Í*ui 

w 


_ . idv 

= W*- 


Como s es la longitud de arco, 

I dx l 2 I du 


*! S x “*’ + *°<ís 


= (P + V)[^J +(g)*] 

■' - ♦ (sj] ='w[(D ! + (g)‘] 

“• pu “' ■ (S)X[(!)" + (s)‘] ($)/ [(t) 1 + (I)’]. Si 

sustituimos en el (a) precedente, se Ilega al resultado buscado, 

11,19* Fórmula de Liouville , Sea x — x(u, u) una carta de una superfície de clase £: 2, tal 
que las curvas de parâmetro u y las de parâmetro v sean ortogonales y sea, además, 
x = x(s) = x(u(s ), v(s)) una curva C representada en forma natural, en la carta de 
clase C 2 .Supongamos, por otra parte, que g x = x u /|x ü | y g 2 = x e /|x„| son los vec- 
tores unitários en la dirección de las curvas de parâmetros y que 0 = 0($) es Ia fun- 
ción, a Io largo de C, descrita por t = (cos G)g! + (sen 0)g 2 , siendo t la tangente 
imitaria a todo lo largo de C. Demostrar que la curvatura geodésica de C viene dada por 

*í ff = dú/ds 4 * t cos0 + k 2 sen0 

sabiendo que k x es la curvatura geodésica de la curva de parâmetro u y k 2) la curva¬ 
tura geodésica de la curva de parâmetro v. 

Haciendo la derivada de gi a lo largo de Ú y utilizando las ecuaciones (21.21), se tiene 


dg t 

ds 


âu + __ dg x d 81 dgi d& 2 dv 

ds dv ds du ds ds 2 dv ds 


_ i | du . t - dv 

~ sr + 


y— cos 0 4 -j— sen e 
ds x ds 2 


siendo ®i la longitud de arco a lo largo de las curvas de parâmetro u y s 2 es la longitud de arco a 

Io largo de laa curvas de parâmetro v. Análogamente, ^ = ^cosí+^sens. Derivando t a Io 
largo de C y utilizando Io anterior, se tierie 


k = t 


(cos e) 


dg i 
ds 


(seníjg^ -f- (sení)^4 (cos â)g 2 ~ 


_ *i . , (àg l dg 2 \ 


cos $ sentf 4- ^r^sen 2 tf 4 

ds 2 ds 


en donde U = —g\ sen 6 4 £2 cos 6. De acuerdo con la ecuación (11.2) de la página 248, y con el 
. , j dg x dg t dg 2 dg, 

hechode q ue ffl .— = g 1 ._ = g a .^ r = g 2 .^ = 0 , tenemos: 


— k*U = k ■ (—Bi een s + g a cos e) 

/ dg t \ . ( d Sl \ 

= I Sí ■ J C 08 s 9 + f g 2 • -T£- ) cos 8 # sen 9 

" ( ei *$) seníffcos# - 


sen a tf 4 


de 

ds 


Por últimoj observemos que la curvatura geodésica a lo largo de Ias curvas de parâmetro u está dada 

dgi jtfr 

por *! = *2 * -fa- y la curvatura a lo largo de la curva de parâmetro u es #g = -gj • ~ y como 
1 d*" dg t “*a 


Í 1 *Í 2 = 0, también k x — —g t 


^2 

dSi 


*2 - i * Así, pues. 
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Kç — dejds 4 iqcos 3 0 4 ff 2 C032flsení 4 kj sen 2 6 cos $ 4 jc 2 sen 2 e 
lo cual proporciona el resultado esperado. 


COORDENADAS GEODÉSICAS 

11.20. Sea x = x(í) t a < t < b, una curva C de clase C 2 en una superfície de clase > 3. 
Sea, además, x = x(s, í) la família de geodésicas, representadas en forma natural, 
que salen de C y son ortogonales a ella, es decir, x(0, í) = x(í) y x s (0, í)-x(í) = 0. 
Demostrar que existe un « > 0 tal que x = x(s, í) sea una representación paramé¬ 
trica regular de clase C 2 para - 1 < s < ( y a < t <b. 

Sea P un punto arbitrário de C y x = \.u, v) una carta que contenga a P. Sea, además, 
u — v = oofí) 3a curva dei plano de los parâmetros que se aplica sobre C r en un entorno de 

P, y sea u - w(^, í), v = t?(Sj í) la familia de curvas que se aplícan sobre las geodésicas descritas 
por x = x(s, t). De acuerdo con el teorema 11,8 de la página 249, para todo valor de t, u(s, í) y 
v(s, t) son Ias únicas soluciones de las ecuaciones diferenciales (11.7) de la página 250, que cumplen 
las condiciones iniciales siguientes 

“■ u^(t)f ií(0, t) — w s (0, t) — í(t)i ^í(O) í) = 7í(0 

aqui, las £(£), y(t) son de clase C 1 y están determinadas unívocaméiite por las ecuaciones siguientes 


(i) 4 21^^ 4 Gij 2 “ 1 

du 0 / dv a dv o 

<»> + + +G 'l£ = 0 



La ecuación (i) nos asegura que, inicialmente, 1x^(0, t)l = 1; la ecuación (ii) indica que cos < {**((), y), 
dx/df) - 0, es decir, las geodésicas cortan a C ortogonalmente; y la ecuación (iii) determina la 
orientacíón de las geodésicas x = x(s, £), Obsérvese que el determinante es diferente de cero, pues 
las geodésicas cortan a C ortogonalmente. Pero, entonces, según Za teoria, Ias soluciones de las ecua¬ 
ciones diferenciales dependen de sus condiciones iniciales; de ello, se colige que u(s, í) y u(s, í) tienen 
segundas derivadas continuas en algún entorno de C. Además, el jacobiano d(u r v)lB{s r t) es dife¬ 
rente de cero en algun entorno de C pues esta es continua y, en (0,í) f se tiene 


d(ii,v) = det / Wí(0,ÍJ _ /£ duo/dt\ 

à(s r t) (0,0 6 ^^( 0 , É) v t (Q, t)J et dv 0 fdt) ** ^ 


De esta suerte, en un entorno dei punto P t la función x = x(s, t) = x(u(&, t), v(s f í)) cs una repre- 
sentacíón paramétrica regular de clase <X Como C es compacta, existe un t. > 0 tal que x = x(s, í) 
es una representación paramétrica regular de clase C% para « <: s < e, a < t < b. 


11.21. Demostrar que existe un c > 0 tal que un sistema de coordenadas polares geodésicas 
x = x{r, 0) en un punto P de una superfície de clase ^ 3 es una representación para¬ 
métrica regular de clase C 2 para 0 </'<€,—«» <ô< que aplica a 0 < r < *, 
0 < 0 < 2t, biyectivamente sobre un entorno reducido de P , 

Consideremos Ia carta local x = x(u, u) que contiene a P, y tal que trasforma a (0, 0) en P 
y que, en ese punto, es x„ = gi y x, - g 2í siendo gi y g 2 los vectores tangentes ortogonales res- 
pecto de los cuales se mide 6, Obsérvese que en P t E = x u *x u - 1, F = x u *x„ = 0 y G - Xv*Xv = 1. 
Consideremos, ahora. Ias ecuaciones diferenciales (11.7) respecto de la carta x = x(íí, d), a saber 

U" 4 rj^u')* 4 r} 2 «v 4 r* 2 (it') a = o 

(a) 

V" 4 r ^(u')* 4 rf 2 uw 4 rjj(!>')* = o 

con las condiciones iniciales 

(b) «(0) = 0, 17(0) = 0, u'(0) = i, V(Q) = v 

De acuerdo con la teoria de las ecuaciones diferenciales para todos los & en un entorno de t = 0, 
existe una solución, única, u(t\ £, i;) ( v — (£; í, ij), que posee derivadas continuas de segundo 
orden respecto de t, £, Comoquiera que las ecuaciones son lmeales y homogéneas con relación 
a las derivadas de segundo orden y a los productos de las dos primaras derivadas, se colige que, dada 
cualquier solución las funciones u(s; rf>pv), v(s, pÇ,pv), en donde t = ps, consti- 

tuyen también una solución de la ecuación diferencial para un ps pequeílo y verifican las condiciones 
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inicíatea, asaber: tt|* = o — o — 0, ~ ^It-o = G? ?'^[ s = o — w f |t=o — pf y = 0 = ^clt-o = PV * 

En consecuencia, u(t; £, i?) — u(s; p^prj) y v(t; £,»?) = v(s; p£, ptj), En particular, para s = 1 te* 
.iramos que u(t\ ^ jj) = m(1; p£,pv) y v(t; f, 77 ) — v(l; pij). Ahora, hagámos x ~ p|, # = ptj y con¬ 
sideremos, la trasformacién de parâmetro u = u*(x t y), v — v*(x, y), en donde u*(x,y) — 
^(1; x j y) y v*(x, y) “ v(V t x,y). En la forma anterior, un entorno dei origen en el plano xy se 
aplica en un entorno dei origen en el plano uv. Las ecuaciones díferenciales y Ias condiciones iniciales 
nos permiten ver que u*(Q, 0) ® 0 y v*(Q, 0) - 0. Además, en t = 0, x =* 0, y *= 0 y para todos 
los tenemos 


í - u t - u%x t + u*y t ~ u* x Z + u*T} t tj = v t - v%x t + v*y t = -uJé + v*-q 
De donde, u* = 1, Uy — 0, v* — 0 y Vy = 1 y, en esta forma, ei jacobiano 


d(u* t v*) 
d(x, y) 


to,o) 



1 


Puesto que el jacobiano es continuo, es diferente de cero en algún entorno de (0, 0), En esta forma, 
u = u*(z, y), v = d*( ac, y) es una trasfprmación admisible de coordenadas de clase C 2 que aplica 
una vecindad dei origen dei plafto xy biyectivamente en una vecindad dei origen dei plano uv * Con¬ 
sideremos, ahora. Ia aplicación x = x*(:c, y) — x(tf*(x, y ), u*(#, y)). Esta es una carta local de clase 
C 2 de Ia superfície, en un entorno de P, que aplica (0, 0) en P, y se denomina conjunto de coordena - 
das normales de Riemann en P. Se verifica fácílmente que en P es xj — x u , x* — x„; y, en esta 
forma, en P es E* - 1, F * ^ 0, G* = 1. 


Por último, hagamos Ç = cos 4? y £ = sen <f>, de modo que x = ç cos $ y y = p sen <p, 
y consideremos Ia funcidn descrita por x = x**(p, <f>) = x*(p cos 4>, p sen 4>)* Es evidente que 
x = x ** ÍPj (|j) es una representacion paramétrica regular de clase C 2 para 0 <p < t y — « < <f> < *? 
que aplica a 0 < p < e, 0 ^ 4? < 2 tt inyectivamente sobre un entorno reducido de P, pues, para 
estos p, <J>, x — p cos <J>, y — p sen 4> es inyectiva sobre un entorno no reducido dei origen en el 
plano xy * Sólo falta demostrar que ciertamenie x — x**(p, 4>) es el sistema dado de coordenadas 
polares geodésicas, es decir, x**(r, 0) == x(r, 6)* Para un 4>o fijo tenemos 


x = x* + (p, 0 ü ) x(ii*(p cos ^ 0l peando)* cos,^ 0j p sen^ 0 )) 

en donde u*{p cos^ 0 , p sen^ 0 ) ~ u(l; p cos p een^ 0 ) ^ u( P ; cos $ 0 , sen^ 0 ) 

y, analogamente, v*(p cos <J>o, ç sen 4> 0 ) ™ w(p, cos 4?0 í sen 4 ?o)- Pero, u y v son soluciones de las 
ecuaciones diferenciales, (a) que satísfacen la condicidn inicial, (b) donde ínicialmente, 


E(u f } 2 + 2Ftdv f d- G(v f )2 = £ 2 + 7j 2 = ser +■ cos^^ — 1 

De ello se deduce que x “ x + (p, ^o) es la representacidn natural de Ia geodésica que pasa por P, 
en Ia direccion dei vector tangente x u cos <J>o -f x tt sen 4 j 0 = Si cos 4>o + Uz cos 4»o* Y como estas 
geodésicas son únicas, se deduce que x**(r, 8) == x(r, e), con lo cual se completa Ia demostraciún. 


11,22, Demostrar que todas las derivadas parciales de los primeros coeficientes fundamenta- 
les de un conjunto de coordenadas normaíes de Riemann en P, se anulan en ese punto. 

Sea x = x(x, y) un conjunto de coordenadas normales de Riemánn en P. Entonces, para 
cada 0o y x = r cos 0 Oí y = r sen ü 0 , la curva x = x(r) = x(x(r, fio), y(r y 6o)) cs representación 
natural de una geodésica que pasa por P. Y, por tanto, x(r, 8o)» y(r, 8o) verifican las siguientes ecua¬ 
ciones ' . 

* + ri 1 (*)* + 2 rí 1 ií + rí i (í)* = o 
v + rfi^) 3 + zrfay + vlSsí 1 = o 

• d 

Como x = — (r cos tf 0 ) = cos ac — 0, y = sen 0 O y y = 0, se deduce que 

rjj cos 2 í 0 4- 2 P |2 cos &q sen 6 0 + r| 2 sen 2 ^o — 0 

ri 1 eos 2 íp + 2rf 2 cos 0a een tf 0 f r 2 2 sen 2 # 0 = 0 

Pero, lo anterior es válido en P para todo valor de 8o- Y* por tanto, en P t r£, = 0 para todo k = 
1, 2* Recordemos, adernas, que en P es E ~ G = 1, y F = 0 + En consecuencia, de acuerdo con 
las ecuaciones {10.4) de Ia página 215, en P se tiene 

ái = i^x = o rj 2 = iE y - o 

ríi = i(2 F x -E s ) = 0 rf 2 = $g x = 

de donde se infiere el resultado que se esperaba* 


0 


T U = = o 

r| 2 = ^G v = o 
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11*23. Demostrar el teorema 11.13, a saber: Si x = xír. 0) es un conjunto de coordenadas 
polares geodésicas en un punto P de una superfície de clase suficientemente alta, 
entonces 

\/G = r - ÍK(Py + R(r, 6) 

en donde lim íR \r, 6)/r 3 ) — 0 y K{P) es la curvatura gausiàna en P. 

r-+ 0 

Sea x - x^í^, y) un sistema de coordenadas normales de Riemann en P. Entonces, para 
cualquier r > 0, y cualquier angulo fli < 8 < 0 2j en. donde, por ejemplo, 82 — 81 < |tu, x “ 
r cos y — J~ sen 0, es una trasformacion admisible de coordenadas y, de acuerdo con las ecuaciones 
(9.3) de la página 183, se tiene 

G = E*(x d ) 2 + 2F*x e y e + G*y* — r 2 (E* sen 2 $ — 2F* sen 9 cos $ + G* cos 2 fl) 


De acuerdo con el problema precedente, en P es E* - G* = 1, F* = 0, Et ~ E* = F* = F* ■ 
G* = G* - " ' . 


jy — 0. Con base en este hecho, resulta fácil calcular que 


(o) 


lim i/G = 0 


Hm ^ = 1 
r«+0 dr 


Además, según la ecuaclón (11,11) de la página 252, tenemos que 


és ta se tiene: 
se llega a 

(M 


eWÕ 

dr 3 


3*Vã 

dr 2 


-K^fG* Derivando 


~K~z2 - ~VG. De esta suerte, utilizando el ordinal (o) precedente, 

d*Võ 


lín l i a 
r-*G dr À 


dr Sr 


lim - 


-K(P) 


r + ±{Zt2) 
2 \ Sr* J 0 


r> + ±(»&) 

8 \*f* Jo 


r-frO dr 3 

Para cada 0, podemos escribir . , 

« - ^>« + (ir). 

Y, de acuerdo con las precedentes ecuaciones (a) y (b) 

VÕ = r- K(P)r 3 + R(r, 9) 

en donde lim (R(r, 0)/r 3 ) = 0, condo cual'queda completa la demostración 


r 3 + B(r,#) 


superfícies de curvatura gausiana constante 

11.24. Supongamos que R sea cualquier región de una carta x = x(íl íj) en una superfície 
de clase suficientemente alta. Los extremos de la normal unitaria N en R fonxian, 
sobre la superfície esférica unitaria, un conjunto R f que recibe el nombre de imagen 
esférica de R . Demostrar que la razón dei área de R' al área de R tiendé a K en un 
punto cuandò R tiende a reducirse al punto P. 

Según la ecuacidn (9,8) de la página 185, el elemento de área en la carta es 
dfí — \JEG — F 2 du dv = |x B X x v \ dudv 

y el elemento de área en la imagen esférica es = ]N„ X N 0 | du dv, Según el problema 9.18 de la 
página 207, N u X N D - K\x u X x^l. De esta suerte, dR'/dR = K, lo cual demuestra la propo- 
sición. 


11.25. Una superfície reglada (véase el problema 8*4 de la página 172) se dice quê es des- 
arrollable si el plano tangente es constante a lo largo de cada generatriz. Demostrar 
que la superfície reglada x - y{s) + vg(s), [g(s)| =^1 ? en donde y - y(s) es una 
directriz (o curva de base) ? representada en forma natural, es desarrollable si y sólo si 

[ygg] = 0, 

El plano tangente en un punto de la generatriz x ~ x(so, c), es engendrado por los vector es 
x s (sq, ü) — y(^o) 4- ug($o) y x B (so, u) — g(5(í)* En V — 0, és tos se convier ten en los vector es 
Xj(so, 0) = y(ío) y x p (soj 0) = g(so) = x^íso, u). De aqui, se desprende que el plano tangente es 
el mismo a todo lo largo de una generatriz si y súlo si los tres vectores y vg t y y son dependientes, 
es decir, si y súlo si 
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0 = [(y + vg)gy] = y X (y + i>g) • g = vyXg>g = -u[ygg] 
lo cual demuestra la proposicíón. 

11.26. Sea x = y(s) + yg(s), |g(s)j = 1, a < s < b, una superfície desarrollable, Demos¬ 
trar que ei intervalo a < s <■ Ò se puede subdividir en subintervalos Sj_i < s < s t 
tales que, en cada una de las subdivisiones, la superfície sea ,un plano, un cilindro, un 
cono o la superfície tangente a la curva. 

De acuerdo con el problema precedente, los vectores y, gyg son independientes. De esta suer- 
te, existen unas àjO), k 2 (s) y hz (s), siendo k\ + k\ + k\ ^ 0 , tales que h\y + h 2 g 4 Aaè - O. 
Supongamos, ahora, que h\ = ü en un intervalo Entonces k 2 g + h$g = 0, siendo 

fcl + ^ 3 ^ 0 * Puesto que ]g[ = 1 , entonces g*è — 0- De modo que 0 = (Aag 4 & 3 g)*g = 
Aalgl 2 . Por tanto, h 2 = 0, Pero, entonces seria £3 ^ 0* Y, por tanto, g = 0 o sea g = constante.. 
De esto, se deduce que, en este caso, la superfície es una porción de plano o de cilindro. Supongamos, 
ahora, que À x ^ 0 en 3 ^ < s < 8 t . Entonces podemos escribir y - c x g 4 c 2 g> en donde c\ = 
-hz/ki y c 2 = - hz/hi, Sea, ahora, y* - y - c 2 g, Entonces y* = y — c 2 g ~ c 2 g = c$g r 
donde C 3 - ci — c 2 - Sí C 3 s 0 en s i _ 1 < 3 < 9 it entonces y* = constante - y 0 . Por conai- 
guiente, la superfície es de la forma x — yj 4- (v 4 czJg- Y esta es o la ecuación de un cono o de 
parte de un plano. Por último, se tiene el caso en que y* — C 3 g y C 3 ^ 0 en algún subintervalo 
de < 8 < s*. Entonces, y ™ y */03 y, de esta suerte, la superfície es de Ia forma x = y 4 
vg - y* 4 uy*, en que it = (í; 4 c 2 ) /c$ t que es la superfície tangente de Ia curva x = y*(s). 

11,27* Demostrar que una superfície de clase suficientemente alta, sin puntos planos, tiene 
curvatura gausiana constante nula si y sólo si en cada punto de la superfície existe un 
entorno que sea una superfície desarrollable. Observación . En este cáso, dei teorema 
11.17 de la página 257, se deduce que un entorno de cada punto de una superfície 
de clase suficientemente alta, que no posea puntos planos, se puede aplicar isométrica- 
mente sotre un plano si y sólo si un entorno de cada punto de la superfície es una 
superfície desarrollable. 

Es fácil verificar directamente que un plano, una superfície cilíndrica, una superfície cdnica 
o una superfície tangente de una curva, tienen curvatura gausiana consiante nula. En esta forma, 
dei problema precedente se infiere que si algún entorno de cada punto de una superfície es una super¬ 
fície desarrollable, entonces K = 0 en toda la superfície. 

Otra forma interesante de demostrar este hecho, consiste en considerar la imagen esférica de 
tina superfície desarrollable. Comoquiera que el plano tangente es constante en toda la extensión 
de la familia de generatrices de la superfície, entonces su imagen esférica es o un punto (en el caso 
de un plano) o una recta. Supongamos, ahora, que, P es un punto de la superfície, /? una fegión que 
contiene el punto, y R f Ia imagen esférica de R. Según el problema 11.24, la curvatura gausiana 
en P es, en valor absolpto, igual a la razón dei área de R r al área de R, cuando R tiende a reducirse 
ai punto P. Pero, la imagen esférica de una superfície desarrollable es, a lo mejor, una recta. De 
modo que para todo R el área de R r es cero. Por tanto, K = 0 . 

Supongamos, ahora, que, K = 0 en toda la superfície, P un punto de la misma, y x = x(u , ü) 

una carta que contenga a P. Puesto que K “ ^ ^ = 0, tendremos que LN — M 2 s 0. Y 

como en la carta no existen puntos planos, se deduce que todos son parabólicos, y cada uno posee 
sólo una dirección asintótica, du : dv t que verifica a II = L du 2 + dttdv + N dv 2 = du -h 

dv) 2 = 0 . Aqui, hemos utilizado el hecho de que II = 0 sólo tiene una raiz real y se puede 
expresar como un cuadrado. La ecuación anterior es la de una familia de líneas asintóticas de un 
parâmetro en Ias vecindades de P, que, suponemos, se han escogido como las curvas v = constante, 
de parâmetro u. Obsérvese que en un punto parabólico la ditección asintótica coincide con una dírec- 
cíón principal y, de este ihodo, las curvas de parâmetro u son, además, líneas de curvatura. Ahora, 
bien, a lo largo de tales curvas ès dv = 0 . Y por ello, de acuerdo con la ecuación diferencial ante¬ 
rior, \/h du — 0 . Puesto que du ^ 0, entonces L - 0 . Pero, LN — M 2 = 0. Por consiguiente, 
ilí = 0 . Y puesto que las curvas de parâmetro u cubren algtín entorno de P, entonces X — M s 0 
en tal entorno. De acuerdo con las ecuaciones (10,5) de Weingarten en la página 215, es N u = 0 y, 
en consecuencia, N es constante a lo largo de cada una de las curvas de parâmetro «. Sólo falta de¬ 
mostrar que estas Curvas son líneas rectas. Comoquiera que ellas son también, líneas de curvatura. 
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segtín Ia fórmula de Rodríguez, tenemos que N p = -kx ü . Y como N„ =* 0, entonces k = 0, y, 
de esta suerte, el aludido entorno de P es una superfície desarrollable que tiene a las curvas de parâ¬ 
metro u como generatrices a lo largo de las cuales el plano tangente es constante. 

11*28. Demostrar que en (u t 0) Ia superfície descrita por 

x — (wcos0)ei 4- (u sen0)e$> + (log«)ea* u > 0 
tiene la misma curvatura gausiana que la superfície descrita por 

X* - (u* cos 0*)ei + (u* senfJ*)^ + u*ez t u* > 0 

en u* = u y 0* = 6, pero las superfícies no son isométricas. 

Se dejá al lector, por vía de ejercicio, verificar que en x tenemos que R - (1 + l/u 2 ), F = 0, 
G - u 2 y K - “1/(1 + u 2 ) 2 \ y en x* tenemos que E* = 1, F*-0, G* = l + (u*)í y K* = 
— 1/(1 4 ( ií *) 2 ) 2 . De este modo, Ias superfícies tienen la misma curvatura gausiana en puntos que 
se correspondam Supongamos, ahora, que las superfícies fueran isométricas. En ese caso, existiría 
una trasformación de parâmetro b* = ^(0, u) t u* = eí*(6, u) tal que, en puntos correspondi entes, 
seria E = 2E*, F = F* t G = G* y K = K *, DeiT = K* obtendremos que 1 4 (u*) 2 ^ 1 + (u) 2 . 
Entonces, u* — ±u o u* = —2 — u 2 . Utilizando las propiedades de trasformación de los pri- 

meros coeficientes fundamentales (ecuaciones (9.2) y (9,3) de Ia página 183) y suponiendo que 
u* = ±u, resulta fácil calcular que Ia trasformación de parâmetros debe cumplir, además, las si- 
.guientes condiciones 

(a) l + (l + u 2 )(fi*) 2 = 14 l/u 2 , (b) 6*õ% =0 y ( 0 ) (14 u 2 )o* 

Puesto que u* es independiente de b t entonces u = 0. Y como debemos tener que B($*,u*)/$($ t v) ¥* 0, 
entonces, también debemos tener que Gj ^ 0. Por consiguiente, de la ecuación (b) resulta que 
0, Pero, entonces, así resultaria imposible satisfacer la ecuación (a). En esta forma queda 
demostrado el teorema. 


TEOREMA DE GAUSS-BONNET 

11.29. Determinar la curvatura total de un elipsoide. 

El elipsoide es homeomórfico a la esfera. Por tanto, la curvatura total dei elipsoide es igual a 
la curvatura total de la esfera, que es 4x. 

11.30 Determinar la curvatura total de la superfície que se muestra en la figura 11-28(o). 





Fig. 11-28 


Al igual que en las figuras ll-28(ò) y (c). Ia superfície es homeomórfica con una esfera de tres 
asas. Por ello, de la fórmula x = 2(1 — p), en donde p es el número de asas de la superfície (véase 
el ejemplo 11.11, página 263), se desprende que la curvatura total de la superfície es 2%x = —8** 

11 . 31 . Determinar directamente todos los términos de Ia fórmula de Gauss-Bonnet (la (11.22) 
de la página 261), para la imagen, sobre la esfera de radio uno, descrita por 

(cos d sentei 4- (sen# sen + (cos <f>)ez 


x 
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dei polígono que tiene los siguientes lados 

Cii 0 — t, ò ~ w/4, 0 — £ — w/2; Cj! 0 — w/2, — t, 

w/4 — t — w/2; Cá: 8 = w/2 - í, <f> = w/2, 0 ^ t ^ w/2; Cá: 0 = 0, <t> - w/2 - 1, 0 ^ t ^ w/4 

Véase la figura 11-29. 



Fig. 11*29 

En este caso, E — sen 2 F — O, G = 1 y la curvatura gausiana es K = 1 * Por tanto, 

(a) JJ KdS = JJ yjEG - F 2 ds d# = r cc sen ^ dfl — rV2/4 

Según la ecuación {11S) de Ia página 249, (üC fl ) <í> = C(>n6tarite = — cot 0 y en esta forma, 


J K g dS = eot{w/4) dí = -jf ; coa (w/4) dt = -iryf2!4 

Como C 2 t y C 4 son geodésicas, entonces 1 k & ds = I x g ds = I K g <h — 0- En esta 

J c ^c 3 ^c 4 


forma, se tiene que 

<*) 


J KçdS — I K & 

r , 


ds 




Por último, como las curvas de parâmetros son ortogonales, entonces 

4 

(c) 5 <*í = 4(ir/2) = 2ir 


11.32. Demostrar que una superfície tiene curvatura gausiana constante nula si en las’ vecin- 
dades de cada uno de sus puntos existen dos famílias de geodésicas que se corten bájo 
un ângulo constante. 

Sean, P un punto arbítrarío de la superfície, y C un cuadrilátero formado por geodésicas y que 


ss 


K ds = 2 w - 


contenga a P en su interior. Si aplicamos la fórmula de'Gauss-Bonnet tendremos: 

4 

2 <*i- Como las geodésicas se cortan bajo- un angulo constante, entonces 2 a i = 2w> En esta forma, 
K dS = 0 . Y como R se puede eseóger arbitrariamente pequena, se concluye que K(P) = 0, 

R 

con lo cual queda demostrada la proposicién. 


11.33. Demostrar que en una superfície que tenga K < 0, una geodésica ho puede poseer 
puntos múltiples, como se muestra èn la figura ll-30(a), ni dos geodésicas pueden 
tener más que una intersección, como se muestra en la figura 11-30(4), en el supuesto 
de que las geodésicas limiten un domínio simplemente conexo. 
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Fig. 11-30 


Supongamos que existan geodésicas que posean cualquiera de las dos, o ambas, propiedades. 
Agregando nuevos vértices a Ias geodésicas, como se ve en Ias figuras, ambos casos se convertirían 

en triângulos geodésicos, para los cuales la fdrmula de Gauss-Bonnet es 1 j K dS =■ fii — w , en 

JJ i“l 

R 2 

donde los son los ângulos internos de los triângulos. Pero, en ambos casos es 2 Pi > tt, lo que 
resulta imposible porque es K < 0 . Í_1 


Problemas propuestos 


11,34. Si S es una superfície compacta y f una apliçacídn regular derivable de S sobre otra superfície S*, 
demostrar que S* es compacta. 


11,35. Demostrar el teorema 11 . 2 , a saber: Si f es una aplicacién regular derivable de clase C F de S en S* 
y sc = x(£) es una curva regular C de clase C r en S> entonces x* - f(x(£)) es una curva regular de 
clase C r sobre S 


11.36. Demostrar que la proyeccién estereográfíca de una esfera sobre un plano (véase el ejempio 11.1 de 
la página 242) es una aplícaçidn conforme. 


11.37. Demostrar que una aplícacídn regular, inyectíva y derivable, de una superfície S sobre una super¬ 
fície S* es una aplicacién biyectíva y bieontinua (topologica) de S sobre S*. 


11.38. Demostrar que una aplicacion f de una superfície S en otra superfície S* es una Isometría local sí y 
solo sí para cada carta x = x(u, íí) en S tenemos que E = E* t E - F* y G = G* t en donde 

E r F, G son los primeros coeficientes fundamentales en x - x(u, u), y E* r G*, F* son los primeros 

coeficientes fundamentales en x* - f(x(w, y)). 

11.304 Demostrar que las ecuaciones diferencíales de las geodésicas en una carta de Monge descrita por 
x = ue i + ve% + f(u, v)e$ som 

(1 + p 2 -fi q 2 ) u + pru 2 + 2p§uv + ptv 2 = 0 

(1 + p 2 + q 2 ) v 4- qru 2 + 2qsuv 4- qtv 2 — 0 

en donde, p — f u , q — v — f uut s — fm* ^ = /w 

11.40. Hallar las geodésicas en el plano resolviendo las ecuaciones (IÍ,7) de la página 250, en coordenadas 
polares. 
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11.41. 

11.42. 

11.43. 

11.44. 

11.45. 

11.46. 

11.47. 

11.48. 

11.49. 

11.50. 

11.51. 


Demostrar que Ias soluciones de la ecuación 

de - Ca dr 

rjr 2 — C 2 V® a — (r — t>) a 

en donde r - b + a sen son geodésicas dei toro descrito por 


x = (ò -h n sen <|j) (cos 8 )ei + {6 + a sen <|>) (sen 0 )e 2 -f (acos<J))e 3 


Demostrar que Ias geodésicas en una superfície de Liouville (véase el problema 11.18) vienen dadas 
por la expresión 


; 


(U-Q-Wdu 




(V + C ) _1/2 dv — constante, C = constante. 


Sea x = x(u, v) una carta en una superfície de clase > 3 tal que las curvas de parâmetro son orto- 
gonales. Demostrar que 


K 




en donde (k^)i y ( 1^)2 son las curvaturas geodésicas a lo largo de las curvas de parâmetro u y las de 
parâmetro v, respectivamente, y $i y s 2 son parâmetros naturales a lo largo de las respectivas de 
parâmetro u y v. 


Sean P y Q dos puntos de una geodésica v = constante, en una carta local de coordenadas geodé¬ 
sicas, x = x(w, o). Demostrar que de todos los arcos regulares de la carta que unan a P y Q t la geo¬ 
désica que contiene estos puntos es de la longitud mínima. 


Demostrar que la superfície de revohición descrita por 

x = (ucostfje* -f (ttsene)e a + /{u)e 3 

siendo u = C x cos (v/a) + C 2 sen{v/ct) y f(v) = £ y/l — (du/dv) z dv , es una superfície de curva¬ 
tura gausiana positiva y constante, K = 1 fa? para todas las C\, C 2 , ^Para cuáles valores de 
Ci y C 2 la superfície es una esfera? Resp. C i = a, C 2 = 0 , o, Cj = 0 , C 2 - a 

Demostrar que la superfície de revolucíón descrita por 

x = u(cosfl)e t + tt{senff)e 2 4 - /{v)e 3 

siendo u = H- C 2 e~ Wo y f(v) — ^ V 1 — (du/dv) 2 dv , es una superfície de curvatura 

gausiana negativa y constante, K — — lja%. 

Demostrar que x - 2(tanh (r/ 2 ) cos fl)ei -j~ 2(tan (r/ 2 ) sen fl)e 2 es un conjunto de coordenadas 
polares geodésicas en el origen dei plano hiperbólico, Véase el ejemplo 11.9 de la página 258. 


En el plano hiperbólico, determinar la distancia intrínseca desde el origen hasta un punto P. 
Resp. D(0 t P) = tanh (|P|/2) 

Sea x = y(s) la representación natural de una curva C que carece de puntos de inflexión. Demos¬ 
trar que la superfície reglada x = y(s) + u n(s) t en donde n representa la normal principal unitaria 
de C, es una superfície desarrollable si y sólo si x = y(s) es una curva plana. 

Demostrar que una curva x ~ y(s) de una superfície orientable S es una línea de curvatura de S 
si y sólo si la superfície reglada x =* y(s) + uN(s), en donde N representa la normal a S, es una 
superfície desarrollable. 

Sea x - y(s) + vg(s), |g| = 1 , una superfície desarrollable, tal que g-y =0 y £(s) = í (g, n), 
en donde n representa la normal principal de x = y(s)_ Demostrar que <J> = — %, siendo t la tor- 
sión a lo largo de x = y(s). 
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, 11.52. 

Si S es una superfície de curvatura gausiana constante K ^ 0 , demostrar que el área de un polí¬ 
gono geodésico está determinada por sus ângulos internos. 

11.53. 

Sea C n , n = I, 2,,« . , una sucesión infinita de triângulos geodésicos que se contraen alrededor de 

2 

un punto P, cuando n —* «, Demostrar que K(P) = lim . . en donde A n representa 

"ti 

el área de los C n> y las sus ângulos internos. 

11.54. 

Sea S una esfera que tiene p asas. Demostrar que existe un punto P de S tal que (a) K(P) > 0, 
si p = 0; (b) K(P) =0 si p -■ 1; (c) K(P) < 0 ,31 p > 1 . 

' 11.55. 

Sea S una superfície que tiene curvatura gausiana K < 0 y sean Pi, P 2 , P 3| P 4 tos vértices de un 
cuadrilátero geodésico cuyo interior es simplemente conexo y tal que las longitudes de dos lados 
opuestos, P 1 P 2 y P 3 P 4 scan iguales y perpendiculares al tercer lado P 2 P 3 - Demostrar que los ângu¬ 
los internos Pi y P 4 son agudos. 

11.56. 

Sea x = x(w, r) un conjunto de coordenadas geodésicas tales que las curvas de parâmetro u sean repre- 
sentaciones naturales de geodésicas. Demostrar que si C es una geodésica representada en forma 

i 

natural en la carta y 8 (s) es la función definida por t =» (cos G)gi + (sen 0)g 2í siendo gj y g 2 los 
vectores unitários en la dirección de las curvas de parâmetro u y las de parâmetro a, respectivamente, 

y si, además, t es la tangente unitaria a C, entonces ^ 4- ^ = 0 a lo largo de C. 

i 11.57. 

Utilícese el resultado dei problema anterior en la deducción de la fórmula de Gauss-Bonnet para 
un triângulo geodésico. Con ese fin, tómese uno de los vértices como centro de un conjunto de coor¬ 
denadas polares geodésicas. 


* 



















Apêndice I 


Teorema de existência de curvas. 

Sean k(s) y t (s) funciones continuas de la única variable real s, para 0 :< s < a. Enton¬ 
ces, existe una curva x = x(s), 0 < s < a, de clase C 2 para la cual k es la curvatura, t la 
torsiún y s un parâmetro natural. 

Demoslración: Consideremos el siguiente sistema de nueve ecuaciones diferenciales 
escalares 

ti = Kfii, = ~di -f rbt, 6i = -rtti (£=1,2,3) 

que tiene las condiciones iniciales siguientes: í x (0) = 1, í 2 (0) = 0, í a (0) = 0, n-i(O) - 0, 
n 2 (0) = 1, n 3 (0) = 0, &i(0) = 0, b 2 (0) == o, ò 3 (0) = 1. Este es un sistema de ecuaciones 
diferenciales lineales homogéneas de coeficientes contínuos; y, de acuerdo con un conocido 
teorema de. existência y unicidad relativo a problemas de valores iniciales de este tipo, Rv ie ten 
las soluciones únicas f;(s), n ; (s), ò;(s), i = 1, 2, 3,. de clase C 5 para 0< a que cumpían 
las condiciones iniciales. 

Supongamos, ahora, que t = + Ue 2 + f 3 e 3 , n = n 1 e 1 + n 2 e 2 + n 3 e 3 y b = Mj -f 

& 2©2 + b 3 e 3 . Es necesario demostrar que (fc, n, b) forma"n una terna ortonormal dextrògira, 
para todo valor de s. Con este fin, consideramos un sistema de ecuaciones diferenciales para 
las magnitudes ' t • t, t • n, t * b, n ■ n, n• b y b-b. Evidentemente, t = m, n - - K .t + -cb, 
b = -tn y t(0) - n(0) = e 2 , b(0) = e 3 . Con base en esto, se calcula con facüidad 

que las funciones t * t, t • n, t • b, n • n, n • b y b* b satisfacèn las siguientes ecuaciones dife¬ 
renciales lineales homogéneas 

è<t't> = W'*) 4- (n * n) “ -2x(t■ n) + 2r(b• n) 

cí ' j 

- «(n-n) — *(t-t) + r(t■ b) ^-{n*b) = --«(t-b) + r(b*bj — r(n-n) 

^(t*b) = k(r■ b) — r(t■ n) ^-(b-b) “ ”2r(n-b) 

a Ias cuales se les imponen las condiciones iniciales: (t-1)(0) = 1, (t-b)(0) = 0, (fc-n)(0) - 0, 
(n-n) (0) = 1, (n-b)(0) = 0, (b*b)(0) = 1. Pero, la soluciún de un problema de valor 

inicial, de este tipo, es única y, por sustitución, se verifica que una soíucidn viene dada por 
las funciones (t * t) * « 1, (t-n)* » 0, (t-b)* = 0, (n-n)* » 1, (n-b)* s o, (b-b)* « 1. Portan¬ 
to, ciertamente, t; t = 1, t - n - 0, t - b = 0, n ■ n = 1, n • b = 0, b ■ b = 1 para todo valor de 
s. De esta suerte, (t, n, b) es una terna ortonormal para todo valor de s. Es, además, dextró- 
gira, pues t, n y b son continuas y (t, n, b) es inicialmente, un sistema dextrúgiro. 

Definamos, ahora, Ia curva x = x(s) = J* t(<r) da. Es evidente que x(s) es de clase C 2 . 

Además, |x] = jt = 1. En consecuehcia, s es un parâmetro natural. Comoquíera que 
t = Kn, siendo |n| = X, entonces k es su curvatura. Por último, como b = t X n y 
b - txn + txn = *(nxn) + (-«(txt)) + r(txn) = rh 

siendo |b[ = 1, entonces se concluye que t es la torsión de la curva con lo cual queda demos¬ 
trado el teorema. 
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Apêndice II 


Teorema de existência de superfícies. 

Supongamos qüe E, F y G son funciones de u y v, de clase C 2 y L, M. y N funciones de 
u y v, de clase C 1 , definidas en un conjunto abierto que contiene a (u 0 , v 0 ), y tales que 

(i) EG - F 2 > 0, E > 0, G > 0 

(ii) E, F, G, L, M, N, satisfacèn las ecuaciones de compatibilidad (10.7) y (10.8). 

Entonces, existe una representacidn paramétrica regular x = x(u,v) de clase C s , definida 
en un entorno de (u 0 , v 0 ), cuyos primeros y segundos coeficientes fundamentales son E, F, G, 
L,MyN. 

Demostracíón: Consideremos el siguiente sistema escalar de ecuaciones diferenciales 
parciales 


(í/i)« = T^Ut + T^Vt + LNi (7 t )„ 

(&)* = r! 2 C7t + rf,7t + MN { (N,)« 

(Vj)„ = vUüi + r? 2 7, + MN, (Ni) v 


t\ 2 Uí + TlzVi + NNt 
+ J7* 
fiiVi + filVt 


(£ = 1,2,3) 


a las que se imponen las condiciones iniciales siguientes 

f/l (tio, íío) = y/EÕ Vi (« 0 , Vo) - Fo/y/El N, (tio, Vo) — 0 

U a (tto,«o) = 0 7a («o, Vo) = \/EoGo — F\i\fW§ Nz(uq, Uo) = 0 

t/ s (« 0 , Vo) = 0 7s(tío,Vo) — 0 N a (íío,Vo) = 1 

(E 0 = E(u 0 ,v o), F 0 = F(Uq, Vo), Go — G(u 0 , i»o)). Los símbolos de Christoffel rj) que allí 
aparecen se dieron en la ecuac^n (10.4) de la página 215, y los J3(, en la ecuaciún (102). Este 
es un sistema de dieciocho ecuaciones diferenciales parciales linealmente homogéneas de 
primer orden, de coeficientes de ckse C l , para las nueve funciones Ui(u, v), 7 ; (u, v), Ni(u, v), 
i = 1,2, 3. Como, por anadidura, se cumplen las condiciones de compatibilidad para estas 
ecuaciones, entonces, dei teorema de existência y unicidad para un sistema de este tipo, se 
deduce que, en un entorno de (« 0 , v 0 ), existe una solución única, Ui(u, v), V t (u , v) y Ni(u, v), 
i - 1, 2,3, de clase C 2 , que cumple las condiciones iniciales. 

Supongamos, ahora, que U = l^ei + U 2 e 2 + U$e 3 , V = ViCi + V 2 e 2 + V 3 e 3 y 
N — NiCi + N 2 e 2 + N 3 e 3 . Á partir de las condiciones iniciales es fácil calcular que en 
(«o, v 0 ) se tiene que U-U = E, U-V = F, V-V = G, U-N = 0, V-N = 0, N-N = 1. 
Es necesario demostrar que esto es lo que ocurre para todo (u, v) que pertenezca a un entorno 
de (uo, Vo). Al igual que en el caso dei teorema de existência relativo a las curvas, conside¬ 
remos aqui un sistema de ecuaciones diferenciales para las magnitudes U-U, U-V, V-V, 
U-N, V-N y N-N. A partir dei primer sistema de ecuaciones diferenciales mencionado aqui, 
es fácil verificar por el cálculo que estas funciones satisfacèn las ecuaciones diferenciales par¬ 
ciales siguientes 


(U-U), = 2r[ 1 (U-U) +âr?,(U-V) + 2L(U-N) 

(U-U). = 2r‘ a (U • U) + 2ri g (U • V) + 2áf(U • N) 

(U-V). = rJ a (U*U) 4- (rj t + rf a )(U• V) + rf,’(V• V) + áf(U■ N) + L(y ■ N) 
(U-V)* = iatU-U) + (rj a + r| a )(U-V) + rf a (V-V) + N(U-N) + M(V*N) 
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(V*V) tt = 2ría (U • V) + 2r J 2 (V ■ V) + 2ilí(V • N) 

(V-V), = 2r^{U*V) +2r| 2 (V*V) + 2AT(V-N) 

{V'N)„ = /?j(U* V) + V) + rí 2 {U*N) + rí 2 (V*N) +M(N*N) 
(V*N) S = pl(U‘V) + £f(V*V) + r^(U*N) + r^(V-N) + JV(N-N) 
(U*N)a = ^(U-UJ+^ÍU-VJ + rí^U-NJ + rMV-Nl+^CN*!^ 


(U * N)„ = /5l(U-U) + J S|(U*V) + r| s (lMÍ) + rf 2 (V-N) 4- Af(N*N) 

(N-N) h = 2p\ (U ■ N) + 2jíj(V * N) 

(N-N)„ = 2^.(U-N) + 2j8|(V*N) 
a las que se imponen las condiciones iniciales «ignien te s 

(U •U)(«o ) i>o) - Eo (U*V)(«o, Vo) = F a (V*V)(«o,i?o) = G 0 

(U • N)(íío, Do) = 0 (V*N)(vo,va) = 0 (N*N)(%,, v 0 ) = 1 

Sste cs» nuevamente, un sistema de ecuaciones diferenciales parciales lineales homogéneas 
de primer orden. Como sabemos que estas ecuaciones poseen soluciones de Has<> C 2 , en tone es 
deducimos que también se cumplen las condiciones de compatibilidad dei sistema. De acuerdo 
oon el teorema de existência y unicidad relativo a problemas de valores iniciales, de este tipo, 
sabemos que una solución que cumpla las condiciones iniciales es única. Y, por sustituddni 
es fácil verificar que si una solución de las ecuaciones cumple las condiciones iniciales, en- 
tonces viene dada, en algún entorno de (u 0 , v 0 ), por las funciones (Ü*U)* = E, (U-V)* = 
F, ÇV'\)* = G, (U-N)**0, (V'N)**0, (N*N)*sl. De donde U*U = E, U•V = í’, 
V* V — G, U'N = 0, V*N = 0 y N*N=1 para todo (u, v) en un entorno de (u 0 , v<0. 

Ahora, bien, la función, candidata a ser superficie, se define en función de una so¬ 
lución de las ecuaciones diferenciales parciales x u = U y x, = V. Como U B = V u , exis¬ 
te una solución x = x(u, v) de clase C 3 y, ciertamente, puede expresarse por x = x(u, v) = 

J U(è>v)di + j V(uo, ri) drj. Sólo falta demostrar que x = x(u, v) es regular, es decir 

que x„ X x t * 0, y que los primeros y segundos coeficientes fundamentales son E, F, G 
L y M y N. Comoquiera que x„ X x» - U X V es continua e inicialmente, es (x’ X xj 

(u 0 , v 0 ) = (U X V)(upj t> 0 ) = \^ÈoGo ~ Fle 3 ^ 0, entonces se deduce ,que x a X x, / 0 
en algún entorno de (u a , v a ). Por otra parte, es evidente que x u x„ = Ú*U = E, x„*x B = 
= F y Xj*x t = G. Por ultimo, dei primer sistema de ecuaciones diferenciales en deri¬ 
vadas parciales y de hecho de que U-N = 0, V-N = 0 y N-N = 1, se colige directamente 
que x uu *N — U u -N — L, x UÍ *N = V,*N = M y x Sí *N = V t *N — N. Y, en consecuen- 
cia, los segundos coeficientes fundamentales de x = x(u, v) son L, M y N, con lo cual se 
completa la demostración dei teorema. 
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